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I. Существующие теории пластичности преднолигаюг, что упругие 
свойства материала нс зависят от пластических Однако, эксперимен
тальные исследования [1. 2] указывают па изменение модулей упру
гости при пластическом деформировании металлов.

Рассмотрим идеальное упругой.истпческое состояние несжима
емою материала с учетом влияния пластической деформации на ею 
упругие свойства. Ограничимся анализом напряженного и щформиро- 
ваиного состояния в процессе приложения нагрузки, а также непо
средственно после окончания нагружения. В лом случае восс;ановле- 
пнем упругих свойств материала при длительном отдыхе после пласти
ческой деформации [2] можно пренебречь и считать, что модуль упру
гости Е является функцией только параметра с/, характеризующего 
предыдущую пластическую деформацию Выбирая в качестве такого 
параметра пакаплииаемую пластическую деформацию, запишем ос
новные соотношения в виде [3. 4]

3 
deu = dee։j 4- de?., de‘ = ен = °

jJM-O. £=£(<?), <i='\i(2dee!de^'- (1.1)

Здесь о</։ e,j—соответственно, компоненты тензоров напряжения 
и деформации; efijt е”̂ --соответственно, компоненты упругой и плас
тической деформации; ^/—компоненты девиатора напряжения; /=0 
— условие пластичности; по повторяющимся в Оди «члене нижним ин
дексам здесь и и дальнейшем производится суммирование.

Для того, чтобы установить соотношения связи между напряже
ниями и деформациями необходимо ввести некоторые постулаты, ка
сающиеся свойств .материала в пластической обласн։ В работах [5, б] 
такие соотношения получены па основе постулатов \. А. Ильюшина н 
;1. Друккера, Рассмотрим случай, 1.01 ia имеет место принцип макси
мума Р. Мизеса [7]

srtde^^d}jde^ (1.2)

где з։'- компоненты тензора любого возможного напряженного состоя
ния, удовлетворяющего условию 
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/(=?;)< О (1.3)

В этом случае, в отличие от [5, 6], справедлив ассоциированный 
закон пластичности

(1.4)

где di — скалярный множитель.
Для условия плас।ичности Р. Мизеса

— Sj.si, = Л՛3, k const (15)

из соотношения (1.4) получим

de^-d'-Si] (1.6)

Уравнения (1.1), (1.6) интегрируются при условии, что при À=0 
имеет место чисто упругое состояние тела (компонентам припишем ни 
деке е внизу), то есть

3
sif^stfr, eu-—Sije при X—О (1.7)

2. Положим

Zf =£04~$w(<7)i ш(7) V (2.1)

где Л—малый фиксированный параметр, характеризующий изменение 
модуля упругости при пластической деформации; £\г известная цо 
стояниям.

В соответствии с (2.1)

5//= у st/ = V гл5(;). е(1 = у s^[j) 
а-0 л=0 л-О

<7=»У ^(л), Х^У №.п (2.2)
л=0 «Хо

1 = (£„.(.?»)- = 1 V ( —!)• (z ДУ (2.3)
г. f:Qr. о \ с0/

w = w(^ 4-ty<0 -HV։«)4- . . .) (2.4)

Подставим (2.1) -(2.3) в соотношения (1.1), (1.5). (’.5), (2.4) и 
разложим (2.4) в ряд Тэйлора в окрестности 7<°). После преобразований 
получим

V ^de^ = V e«rfey<")_|_v Znde!^ 
‘ л=П fi О

nde^n'' ֊
3 « п

— V V (֊!)«’ 
2/3|} ц- и т о
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V = V V гйи$;«-Л1Чл,
л=Л /1 — 0 >п О

< V г/(^)5}«֊«))=2А2
и —О и) О

(2.5)

V ;л/7<"> (Л ?./?)’•՛-• Д'/-՝(1 1 •՝/֊֊ -1՜1 л7՛
- \ 2 А 2-4՛ А

1-1-3
2-1-6 47

1-1-3 ՜) /, ду 
2-1 6-8 V л/

д = 2(^'’'£/г;՛՝՛. /?
п

41 О

...=г V ' . 1'1 • ./

Л I)

ж«.
г/</ ' ՝

г|7в(т*! .՛. <СД! 47: \4.
(1<! ,;(՛’) 2 гЛ/3 „(0)/

Приравнивая в (2.5) члены при одинаковых мснснях параметр л 
•\ получим систему уравнении, позволяющую развить метод последо
вательных приближений для материала, упругие свойства которого за
висят пт пластических. Ограничимся вторым приближением.

В нулевом приближении

4/и՝;>=А</и';> (2.6)
՛/ О- '-О

Семи ношения (2.6) представляют собой уравнения Е. Рейсса и ус
ловие пластичности Р. Мизеса для материала с постоянным модулем 
упругости. Используя (2.5) и (2.6). найдем

11ч^=21иЬ.^ (2.7)

В первом приближении

(2-8)

^։>=2ЛЛ,. ф1'> = ?(:>— (2.9)
(1д ,(0|

Во втором приближении

‘1е1՝!՝ А (,/57’ - '-77^4'г ‘ >г1 </'о5'/" -ь<М;>-1
11 2^\ 4 1

( ^;; = о
о / и о * ч ՛ -^*։1 /

(2.10)

/1
£Л;(П> == 2«,/; > —

б/.7
+ (2.И)

при соответствующих ли-Уравнения (2.6) — (2.11) интегрируются
■:сар։! юванны.х условиях (1,7)



л1|1 ~ при • = 0 (2.12)
2/:0

*<;;’=о (// 1) при /. =0 (2.13)

3. Функции Г((/) и <՛>(</) опр<• ь.дт'.тся и < эксперн мл нгальных не 
1'.|1’Д(1ван11Й упругих свойств материала, подвергнутого пластическому 
деформированию. В качестве примера на фиг. I представлены резуль
таты испытаний образцов п:« стали ЗОХГС (2]. Значение г/н экснерп- 
менте изменялось <>։ 0 ю 0.073. а снижение модуля упругости при этом 
иг превышали 15% Примем последнюю величину за Л и аппроксимиру
ем прявсдгп111.н- тайные формулой

Зависимость (3.1) показана на фиг. I сплошной линией, а экспс 
римеитальные данные—темными точками.

Используя (2.1) и (3.1). получим

= (('.12-3.8((/-г0.001)’ ։/ (3.2)
4. Для иллюстрации метода рассмотрим упругопластическое 

состояние цилиндрической толстостенной трубы радиусов
и условиях плоской деформации Материал трубы сталь ЗОХГС. За
висимость модуля упругости от пластической деформации примем со
гласно и. 3. £»»20200 кг/мм2, предел текучести при слинге 
А’=36.2 кг/мм2 [2].

Изложенным выше методом был проведен анализ напряженного 
и деформированного состояния трубы при нагружении ее внутренним 
давленном р, а также при шиле л\кипой разгрузке В рстультап поле
чены выражения ыя напряжений, перемещений л деформации в ци
линдрических координатах г, С. г (ось г направлена вдоль оси трубы)
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/>п । 1п(р՛'). -зв'—1-н'\ ’Г«5*0* ,,л“^

;'-^(1-.2), о:. =^-(1 : Р =). г';=Л, Л-" е. О (4.1) 

3/гр; г г1 а
е^-е, = -— и = е*. ,. -,9а=֊^-

:■՛■• = -." _,,֊=), а?- = ^ -^.(|(.рт), ^‘ = :р
I ՝ ' ' » I-»» • ' 1- 7-

-.';■ = о, < = (1 :- =). =;’ = ’5 ֊ ֊г (Ч П
I —у- I — у

Р-£—у «?*• = (), < = 0 (4.2)
I —а2

(.-= е,-=г А «Ж ■ „(-«а»—-">£Л
2ВД /•>< V А„ к';. )

»<«> = {<),12 3,к(</“> I 0,001 )■ ’)//,. у«'" —֊(К-Л ш<1| о
•՝Ч\ ՝ '

где о, граница упругопластической зоны, определяемая из уравнения

1 I
л Т"7 г 1п /) (4.3)

Все компоненты определены с учетом нулевого, первого и второго 
приближений и представлены в безразмерном виде; напряжения от 
несены к 2ч՛, перемещения к Ь\ индекс р относит компоненту к 
упругопластпческой зоне у. о о , индекс е—к упругой зоне рл<Ср 1: 
звездочкой отмечены компоненты остаточных напр:1жений, перемеще
ний и деформаций при разгрузке (снижении внутреннего давления 
до нуля). Предполагается, что разгрузка не сопровождается вторич
ными пластическими ^формациями.

Из (1.1) (1.3) следует, что члены с и «г, учитывающие влияние 
изменения упругих свойств материала, входят только в выражения для 
й;"՛, и м/,։. Формулы для определения остальных компонент (4.1) и 
радиуса у, (4.3) совпадают с известным решением той же задачи для 
грубы из несжимаемого материала с постоянным модулем упругости 
[3]. Таким образом, изменение упругих свойс.в материала необходимо 
учитывать только при разгрузке для определения остаточных переме
щений и деформаций в унругопластичсскон зоне трубы.

На фиг. 2—6 приведены графики безразмерных компонент оста
точных напряжений и радиального перемещения а*, а также накапли
ваемой пластической деформации </ в зависимости от радиуса р для
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°8

различных значений радиуса рл при и '2а. Нулевое, первое и второе 
приближения величины и* показаны на фиг. 5 штрих-пунктирной, 
штриховой и сплошной линиями, соответственно.

Пл фиг. 5 следует но в упрутопластичсекой облш
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определенная с учетом изменения модуля упругости, существенно 
меньше, чем «*, вычисленная при условии /:-vunsl. Па внутренней по
верхности трубы разница между ними составляет от 5.5% при 
РЛ- 1,0 до 25 % при о4=- 0.6,

Остаточные напряжения (фиг. 2—4) удовлетворяю! условию

<֊<<1 (4.4)

откуда, с учетом (1.3) и (2.6) следует, что вторичные пластические де
формации при разгрузке отсутствуют.

Величина </ (фиг. 6) нс превосходит 0,017, то есть принадлежит 
исследованному экспериментально диапазону <?( см. п. 3).

Ъ:ИН*1’»-Ь ‘'II.U-lISNi ։ЬЬЭ.ЛР1ГЦЛНИ1՛ 'I-Wlll՝lГ IMbU,2WiU.'u 
2Ц.8’|111'^ЗП1'ЪЪЬРЬ ФПФПЫГиЛ, :U.G'l,U.n-iru.b IllUlbb

'T. b. WSIM

U. li ф n lll П I ll'

ui m I4^lpll / <1 t[ftUIUipl{l^ni.i/ / ui'llul,i]il hpi liinipfi /i l/1, Шjuiiuli in r; ni ЛIf ui ֊ 
ti{[iuti։u[il{iul{iiib tl[ti\uil(p Ьрш muttiAi/ujIiiuh muilfnifijttibb fipp ‘[рш “f1'1/111'
tpub qlifytipif m у f> ufiiL p [i uitiifhynt.Pjuib 4 /я? ij iiuini /Г tui.- Ркр^шЛ /.h Ii/iuli l,uiuijftb 
lfuitHiul(tjtt(.Plttt,i)b!>(tli ifA ui jb ui yui if (i //'. U [it[l,ult n/1 ui a in ft I/m/) juib u/ tu p/ uib /i 
qltuipnuh U<niitgi[uttl l.biijiuA bj/ii.p/tif ltitu/iit/ntl(j։ luuluip ifniutut/fiii iubiuilitrt[ii{ 
ftnAtuii hhppflb I'!>n'l։iiu{nf4liub, {th:"jl‘>l hutk р1чй{ШршфйшЬ
qiuqpttiif: Suiiy l, ttt[u[iuA, up (unt[ui[ujl{[i ^{»1^(1 iiinuiAtfwl/iiib I ui ui tjii! (I jn 'i/ - 

фифп[unifJiui՝li ■'.uiiiltuitnitip taqqnuf I, 1]1>՝фпp<)'pfnub!<n/i Ii iitliiiwi{in[utiL-
P 1" tbb l.pfl ptu^llliiiub l[pui ifjlUlpl plilthuiP lltljulII lll qliiqpllllft
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THE CONSIDERATION OF CHANGE OF ELASTIC PROPERTIES 
DlRi'NG PLASTIC STRAIN OF MATERIAL

G. E. GOI1SHTE1N

S u in in a r y

This paper deals with the perfect elastic-plastic stale of «incompres
sible material taking into account the influence of plastic deformation 
on its elastic characteristics. The linearization of basic equations was car
ried out in accordance with the R. Mises criterion of plasticity. An 
approximate analytic solution was found for the cylindrical tube of the 
above mentioned material both under the Internal pressure load and in 
relieved state. It has been shown that the change of the elastic properties 
of the tube material influences the distribution of strain and displacement 
only in the relieved state.
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