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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 
КВАЗИ5ЮНОХРОМЛТИЧЕСКИХ ИЗГИБНЫХ ВОЛИ 

В ПЛАСТИНАХ С КВАДРАТИЧНОЙ И КУБИЧЕСКОМ
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

ТО! 14 Я И Д. X.

Нелинейные волны н упругих средах с квадратичной нелиней
ностью рассмотрены в [!]. [2], [3]. Для нестационарных волн квад
ратичная нелинейность является определяющей. Вместе с том для 
воли с медленно меняющимися амплитудой и фазой н диспергирующих 
средах, типичным примером которых можно считан» волны в пласти
нах при наличии изгибных возмущений, существенное влияние на раз
личные вопросы, связанные с распространением, дифракцией и устой 
чивостью волн, оказывает кубическая нелинейность 141, [5]. Приведен
ное в [6] значение кубического коэффициента для металлов настоль
ко велико, что кубическая нелинейность но порядку оказывается боль
шей, чем квадратичная нелинейность [I]. Во всех случаях желатель
но при р.тесмо; рении вопросов устойчивости распространения [7] ква- 
зимонохроматических волн в пластинах наряду с кубической [8] учи
тывать и квадратичную нелинейность. Настоящая статья содержит 
рассмотрение вопросов устойчивости одномерных пзгибных волн в 
пластинах г учетом квадратичной и кубической, а также геометриче
ской нелинейности. Рассматривается высокочастотное приближение, 
хотя и предположено, что толщина пластины меньше длины волны, что 
позволяет применить длинноволновое приближение, с точки зрения 
теории пластин, или М 1. где /г -волновое число, Л толщина плас
тин. Показана неустойчивость в адиабатическом приближении изгиб- 
них нелинейных волн в пластинах.

Рассматриваются волны в геометрически и физически нелинейных 
упругих пластинах с преобладанием пзгибных деформаций.

Используем теорию Кирхгофа, согласно которой вертикальное пе
ремещение пластины п- зависит только от х. у, I. Здесь х, у, г— 
лагранжевы координаты, причем г перпендикулярен к пластине.

Для простоты рассмотрим одномерные волны по х и /, хотя по
лученное дисперсионное соотношение верно и для двумерных волн. 
Деформация по оси х

дх 2 \ дх) дх-
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кроме того» имеет место

(2)

где коэффициент Пуассона, //—продольное перемещение в средин 
ной плоскости.
Внутренняя энергия по пятиконстантнон нелинейном теории упругости
[3] и мест вид

- z-‘. (3)

1 1—2^ . С (1֊2>)3 
(1-v)։ I 1֊> 1 3 (!->)’

где Л. />, С- коэффициенты, характеризующие нелинейность. Заме 
тим, что модули Лямэ а и р выражаются через ՝> и модуль юнга Е

■ £---------------- , ч =---------- (4
J 2(1 ■ ■)

Ищем перемещения в виде [8]
ц-~а sin ", ф b sin 2-., -7?а — <»/ (5

Подставляя (1) в (3) и интегрируя по z в пределах от — Л 2 до Л'2 
получим внутреннюю энергию

Введем передней и ы и лагранжиан

7-йрЛ 
II

где L^U Т осредненпый по г лагранжиан, а кинетическая энергия

С 2. d- _ f-- (дП: Y
J 2 \ dt ) ՛ 2\ot)

֊4/2

Здесь отброшено малое инерционное слагаемое \dt) *
Подставляя (5) в (6), (7), (8) и осредняя по получим

Z н-«//1 +■ -b'ki ь — — |-
24 I\ их / 2 dx
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— /ш'-л.՛3 4- — а'к
•> .49

| 1 .--1^
4 \. 2 d.v 2 16

— р/л՛ *{I2

(9)
Варьируя /. по /<'о, получим

■ -, о7՛:,. ukks () г/дк4 д ..Лд:—9 ; — <**4- — а-=0 ( 0
дх2 2•я дх 8 дх / ’

Интегрируя, получим

Л/о к2 . М'а2 
дх 4 1 (>р

Варьируя 7 по ь, найдем
. а2 . I М3а2Ь =------к-------- =—

8 32 р

Варьируя /. по а, получим

-1- ч///г։—bk3+֊a2fWi
24 2 дх 2 16

+ — а։ - A -,jwb |- А mw—՛— о 
8 дх 8 32 4

Подставляя сюда и Ь, получим 
дх

•Л , \д13 .. з 7.2/РАаа3 — щ- _ . — /,•՛> — ---- ---- - ----
4 2I 256 н

Обозначим через ю0 линейную частоту

'••о « 1/ к2
> 6р

Учитывая малость а, .можно найти
3 7?№№а* и> = ц։------- =------
128 рр«>о

(И)

(12)

(14)

(15)

(16)

Отсюда можно получить, записывая нелинейное дисперсионное соот
ношение

«> = <”о 4֊

3 MW
128 рр։»о

(17)

(18)

Таким образом, для кп.члратичной нелинейной среды получается, 
что имеет место распространение поли, имеющих медленно меняющие
ся амплитуду и фазу Причем можно провести сравнение со случаем 
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нелинейно-кубической среды (8]. в которой показано, чю имеет мео 
то неустойчивость волновых пакетов. даваемых (I).

Условие устойчивости для уравнений .медленных модуляции име
ет вид [8]:

\ии /о 
Преобразуя можно полу чип.

(1-2>){Л(1—,->*) -3/*1 2' ! 2>2)ДС(1-2>)8} 
3(1—')’

(19)

(20)

Для несжимаемого материала •> —: ■/. 0; (— 
2 Ш*7о 

нарушается условие медленно меняющихся параметров волн и

то есть

тре
буется учесть слагаемые четвертой степени по в и.

Для ■' - —, взяв металлическую пластину, данные для которой

даны в |3| стр. 305, получается ---- 5- 1()12---------- и условие
см сек2

и е у с то й ч и вост 11 вы пол ня етс я.
Таким образом, так же, как и для кубической нелинейности имеет 

место неустойчивость для волн огибающих, описываемых уравнения мп 
модуляций.

Отмстим, что для указанных •/. в (18) для первое слагаемое 
в скобке, является главным по порядку, причем при отбрасывании гео 
метрической нелинейности это слагаемое уменьшается вдвое л .меняет
ся знак. Таким обра .ом. для квадратичной нелинейности, в отличие от 
кубической [8], учеч геометрической нелинейности при всех значениях 
а м ил ятуд НООбХОД!I м

В работе. [6] дано значение упругого моду.щ гретьего порядка ՛. 
виде где для металлов >>- —10е. Для упругой области имеет
порядок 10՜3 и кубическая нелинейность становится сравнимой с ли
нейным слагаемым, что вряд ли допустимо. Для гд-~Ю ’ кубическое 
слагаемое по порядку превосходит рассматриваемую квадратичную 
нелинейность. Таким образом, или указанное в [б] значение у? для 
металлов завышенное, или следует наряду с квадратичной нелиней
ностью в рассматриваемых задачах теории модуляции учитывать 
кубическую нелинейность.

Для простоты, как и в работе [8]. здесь ограничимся учетом куби
ческих слагаемых в приближении [б]. Возьмем вместо (3) внутреннюю 
энергию в виде

С иг֊-- 7.е; Д
8

(21)

где %• интенсивность деформации, и для рассматриваем >й одномер 
ной задачи
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... н 1-> H= .
•° 9 (!->)* *

B (6) за счет кубического слагаемого добавляется

1 Ц ‘М* /^.Л4
270 !1‘2 (1->)4 W/

(22)

(23)

В (9) прибавится

аЧЧЛ

В уравнении (13) добавится

1
---- llïî 360

п-и >8)г
(1->)‘

и то же самое добавится в правую часть (II). При лом вместо (18) 
получится

/ 3 1 .UV,1 (1 - , ->?)*
\Йаг /п 128 ргд՛^ 180 рю«, (!—•')4

Для общности рассмотрения также следует учитывать инерцион
ные слагаемые н Г от продольных скоростей

рЛ /</ь։п X3I------- 2d«»COS2’ I
2 \ dt /

При этом в (9) добавятся слагаемое

_É(/ÊïV .;2W 
2 l\ di /

Проводя варьирование по «0, где учтена, что 151 —|}^.- 
dt- 

д'и
- ( "1û(Â‘))’ ֊°. 11 110 b՝ нолучим (И) и (12), где в правых частях 

добавятся

А2/г։ дпп k4i"a- /.ЛЧво* v.h.'k'a2—------- ------------------------- =— И------------у  -----
3 ах 12 48 р 96 384 р

Тогда в (21) догаз1.тсп - ֊ —!՝— . С точностью 
32 р(1 •/).,, 192 р«>0

ЬЧп
до множителя первое слагаемое в граи ni части (2!) 'ли метал* 

f'՝"o
лов имеет порядок 5 • 10к, второе слагаемое- и՛ рядок
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180 5 (I-v)* 20

Для реальных ноли !сЬ 0,1 и. взяв -;2 по |6), получим для вто

рого слагаемого порядок 101г • ֊ 1()3, который для выбранных длин 

волн больше порядка первого слагаемого и тем более превосходит 
последнее добавленное слагаемое. Таким образом, при значении -;а. 
взятом нз |6|, кубическая нелинейность определяез величину коэф

фициента . Однако, следует пересмотреть значение >. тем бо- 
/о

лее, что для полимеров и композитов "։ может быть небольшим. 
Следует отметить, что все указанные слагаемые в (24) для металлов 
отрицательны-.՝. Таким образом, имеет место в адяабатическтм приб
лижении неустойчивость модуляционных ноля. В более точном приб
лижении с учетом в лагранжиане производных от амплитуд, можно 
получить |Ь|, что волны устойчивы для амплитуд

\ 4( — Ы

где %-2 I/ рД_, а А’։ есть волновое число для возмущенных водно- 
г 6р

вых пакетов, которое по смыслу воли огибающих |8] значительно
меньше А՛. Поскольку — Л*7—) велико, амплитуды, которые соответ- 

>70
ствуют устойчивым волнам, малы. Таким образом, одновременный 
учет как кубической, так и квадратичной нелинейности приводит к 
сужению области устойчивости волн.

Автор благодарит А. Г Bai 1,оева и Л. А. Мовсисяна за ценные со
веты.
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THE INVESTIGATION OF STABILITY 01 QUASIMONOCI IROMATIC 
BENDING WAVES IN PLATES WITH QUADRATIC \ND GUBIC 

NONI INEARITIES

D KI I TOPCIII AN

S ii in in a r y •
This paper considers the problem of stability of one-dlmenslonal 

bending waves In plates taking Into account quadratic ami cubic nonli
nearity. High frequency approximation I considered allhough It is sup- 
p >sed that the thickness of the plate is less than t ;«• wavelength, which 
allows Io apply high wave -ipj • >xlmnllOn In view <»f the theory of 
plates Of for kh 1, where k is the wave number ami h the plate thick
ness. The unstabillty in adiabatic approximation of bent nonlinear wa
ves In plates is shown.
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