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ОДНОМЕРНЫЕ ПЛОСКИЕ ВОЛНЫ СДВИГА В ГРУНТЕ 
С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ДИЛАТАПСИЕИ

МАРТИРОСЯН 1’ II.

Для практик» динамики грунтов и инженерной сейсмологии ин­
тересно нзучить процесс распространения волны сдвиги в мягких 
грунтах. Необходимость р.тшшия исследовании в гом направлении 
подтверждается гем. что при сильных землетрясениях в тлнцентраль- 
ной зоне амплитуды сейсмических смещении почвы бывают в 3 5 
раз больше в поперечной волне, чем продольной, вследствие чего на 
поверхности земли и в основании сооружения образуются значитель­
ные пластические деформации

Основные экспериментально установленные факты [1] и др., вы­
явившие характер влияния динамической нагрузки на механические 
свойства грунтов (в основном, пссчаидХ) сводя гея к тому, что дина­
мическое воздействие вызывав; изменение деформационных и проч­
ностных свойств грунта (иадеппс прочности до 25—70%). Это явление 
объясняется разрушением его структурных связей и перераспределе­
нием плотности грунта по глубине.

Между тем. в грунтах с зернисто-дисперсной структурой дефор­
мации сдвига зызывакп объемные ичмененнг (эффект дилатансии). 
Дилатансия проявляется как при упругом, так и при пластическом 
деформировании грунта, причем во всех случаях она может быть по­
ложительной и отрицательной. Чистое формоизменение без объемных 
деформации может происходить только при так называемой критиче­
ской плотности грунта.

При плотности, мсиыпей критической, сдвиг сопровождается раз­
рушением структуры, приводящим грунт к уплотнению (отрицательная 
дилатансия). При плотности, большей критической, сдвиг- сопровожда­
ется разрыхлением грунта I(положительная дилатансия).

Такое специфическое для грунтов свойство дилатансии характе­
ризуется тем, что механическая энергия волн сдвига поглощается тре­
нием па контактах частиц и вменением объема грунтовой среды в 
процессе Сдвига.

Явление дилатансии по.-пиерждено большим количеством опытных 
.KiHHbix. Экспсримсптальиьп1 гр;.фпк coup֊՛ пиления слвч \ плотного 
песчаного грунта, полученный Д. Тейлором. V, 11. Гольдштейном и тр.. 
показан на фш. I. На учагии 0-1 р\ пт работает упруго и объемные 
изменения нс происходят. Постепенное уменьшение прочности груша
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после пиковой точки 1 происходит 
плотности. В области дилатансии 
происходит жестко, то есть после

■.а счет постепенного уменьшения
(после точки I, фиг. разгрузка
ра ирузкн сдвиговая дсформ а ци я

полностью остается.

•Pin 1. Диаграмма corp и-втеиш ■ тки; • 
плотного пссчап ю грунта

Рассматривается разупрочнение (положительная дилатансия)
плотного грунта при распространения одномерной плоской волны сдви­
га типа SII, фреш которой поляри ювап в горизонтальной плоское 1
Координата и направлена вертикально вверх.

Приведенное в статье построение и решент »алачн основываются
на известной дилатансионной модели [7]

Если касательные напряжения (фиг 
простри ня юте я упругие волны При ыом можно

грунте рас­
считать. что волна

ю в

сдвига не вызывает дилатансии, и при решении волновых задач нс՛ 
пользуется известная теория упругих волн

Когда касательные напряжения достигаю։ шачення х = -.„, в труп 
։е распространяются уируго-пластнческис волны сдвига, вызывая ди 
латансию При этом плотность грунт; р(б) является фузчписи объем 
ной деформации б.

Система уравнении движения и неразрывности деформации сдвига, 
подробный вывод и решение которой приведен в работе [3|. получена 
из обшнх уравнений дилатансионных волн [7] для материала типа 
«плотного песка» при одномерном плоском случае, когда не учитыва­
ется нормальное давление.

г / 1 д՜ н

1г-ско)Осгь колебаний частиц;

[ехр(-'>) 1—֊   — О,
at az

где -—касательные напряжения;
6 -const объмная деформация;

I д~ г> dV „
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Система (11 имеет следующее решение:

- Ф։(г Ь() ; Фа(г+6А/)

И = — ֊М-Ф,(г+М1
’,М 1-fe- (2)

где b. Z»։/l & exp ('>'2)—скорость дилатирующей волны сдвига;
Ьх—скорость пластической волны сдвига;
/г—постоянный коэффициент, который зависит от физических ха­

рактеристик грунта
Произвольные функции Ф։ и Фа определяются из начальных и 

граничных условий.
Предположим, что ня границе полубесконечной дилатирующей 

среды действуют касательные напряжения •:(/), монотонно возрастаю­
щие при и достигающие в момент / максимального зна­
чения а затем монотонно убывающие при />ГР:

"(0; 0-
•л(')

-р(')
(3)

где '«(О—функция нагружения; тр(/) -функция разгрузки; ’.т-пи- 
Зсрз.ое значение касательных напряжений; момент разгрузки.

На фиг. 2 показаны характеристики вот на плоскости с, У.
В области I распространяются упругие волны, которые на поло­

жительных характеристиках для воздействия типа (3) определяются

Н)

где :։ и 1/1—соответственно касательное напряжение и скорость ко­
лебаний частиц в области I;

Ьо—скорость упругих волн сдвига.
Условие динамической неразрывности, выражающее закон сохра­

нения импульса па фронте волны, записывается

\± р։А 14 - о.Ь: 14 (3)

где к и п—соответственно номера соседних областей;
уЪ,—импеданс волны сдвига;

Знак (—) соответствует увеличению координаты г. (—) 
уменьшению.

I Известия АН Армянской ССР, Механик:?. № 2.
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Имея о виду условие (5) и формулы (4) и (2). в области днлатан 
сии получим

Фиг. 2. Каран н ; iu-71-к: я uni л.։ и; ос 
кости / при лс>!<.։։•.։и касательною

ЦМПуЛЬСа npOilJIhJA՛։ ПОН ф։ ])М1.1

- 1 7 - / \
2 2 \ Ло /

'■ ֊^ЧЛг)« 

где ՝• = -—

В момент / = начинается 
жесткая разгрузка. У равнения дви­
жения к неразрывности в области 
разгрузки 3 при достижении плот 
кости грунта критического значе­
ния будут:

<>! ~ dz (')

(7)э

Тйк K3I раз։ ру:-АЯ нропсходит жестко (фиг. и.
֊' ^0 и V ('(/), тогда (7). залип ем 
dt

го в уравнении

<)֊. d V 
dz ‘* dt (81

Интегрируя (8) но параметру г и имея в виду, что 1' 1'(О. при 
условиях на границе г 0, получаем

r/l։lL. z -р(/) 
dt

(9)

Из условия динамической неразрывности (5) на границе областей 
2 и 3 с учетом (6). (8) и (9) получим следующее дифференциальное 
уравнение огноентельно И.՜

tl!-'- -V /?(/)=() 
dt

(Ю)

' * eft dz'

ЛР—скорость волны разгрузки.
Общее решение уравнения (10) имеет вид



V-! \-C.t (И)

где произвольная постоянная С\ определяется из условия 1 — 1?. Г=().

Вычисляя производную — из (11) и подставляя в уравнение 
(11

(9), получим касательные напряжения в следующем виде:

—
/ С ֊{"-сИ - #(0 + С,1 -1-М/) (12)

Решения (И) и (12) зависят от конкретного вида функции £(/), 
то есть от функций -,(/) и ’Р(/). Например, при действии треуголь­

ного импульса -(/)=-0-֊- (где ГЛ—.момент разгрузки).

Напряжения и скорость колебании частиц определяются

-(/)- I —
бУМ' 

ехр5/2

Л։ооУ1— 65 ехро/2 (13)

а скорость волны разгрузки определяется следующей формулой:

Ь д, I -11 (( 9.)
Г р<

(14)

где Л, —скорость пластической волны.
Как видно из этой формулы, скорость волны разгрузки существен­

но зависит 01 отношения исходной и критической плотностей и от ве­
личины дилатансии I. При отсутствии дилатансии 5=0 и имеем 
^ = /?։(/ 5г), что соответствует работе [6|, где доказывается, что при 
билинейной модели Прандтля волна разгрузки распространяется со 
скоростью пластической волны. В формуле (14), совершая предель­
ный переход 65->1, получим др=0. Это значит, что когда дилатансия 
достигает сравнительно больших величин, грунт стремится к потере 
прочности и течению.

На фиг. 3 показан график изменения касательных напряжений и 
их пиковых значений во времени и по координате в дилатирующем 
грунте при действии треугольного импульса.

Исходя из существующих экспериментальных данных [2], мож­
но предполагать, что при дилатансии вертикальная деформация яв­
ляется функцией от координаты 7. (фиг. 4).

Это положение подлежит исследованию при испытании грунтов на 
сдвиг в условиях скашивания.

Если эту зависимость аппроксимировать
А Л։г։, то получим

квадратной параболой

(П
(1г

(15)
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где Ау-некоторый постоянный коэффициент, который меняется в за­
висимости от величин нормального давления и коэффициента порис­
тости грунта.

Подставляя значение Л из (15) в систему (I), получим следующую 
систему двух уравнении с переменными коэффициентами:

Фнг. 3. Граф ж изменения касательного импульса треуголь­
ной фо, мы

Следует отмстить, что система (16) гиперболического гипа. Ес 
решение ищем методом характеристик [1].

Система (16) имеет следующие характеристики:

Г — —---- < / 1 < < 4- — V
У l-2M։zexp(*։z) 1 

или, интегрируя, имеем

( —г (iz-------------- . /?/ = const (17)J Г 1 —га exp (/^j-г ) 

где r=2kl\.
Интеграл, стоящий в правой части (17). можно интегрировать, 

разлагая подынтегральную функцию в ряд Маклорена. Ограничива­
ясь первыми двумя членами полученного ряда ввиду его быстрой схо­
димости и интегрируя, из (17) получим

z — qz2 /у = const (18)
где б/ =г/2 —

Знак (-) соответствует прямой волне, а ( I ) — обратной.



На фиг. 5 показано семейство положительных характеристик на 
координатной плоскости г, /.

I! < системы находим, что на характеристиках (17) выполняются 
следующие соотношения:

■е*Р<М ± и=0 (! 9)
У 1 — гг

Фиг. I. График зависимости вертикальной 
деформации и процессе едини •• ֊ коорди­
наты. [ -I соответствуют значениям де­

формации сдвига : 3, 6, 9 и 12 мм

Флг. 5. С.емейси!.. положительных 
х трак герце։ мк на коорлннл ной плос­

кости 3. (

Уравнение (19) нельзя сразу интегрировать, так как коэффициент 
у II- зависит от г. После некоторых преобразований из (19.) по (учим

(И \ (1\Ь^\'У I —гг ехр ( — А’,г) | = &„Ь(г) Г։Ь(г) <2°>
где

= огг—; 1 *։ е*р(~2М 
12(1— гг)

Теперь, интегрируя (20). получим

р. р I- 1/ад,(гН. (21)
ехр(^г) Л

Если определить значения ”, то из уравнения (21) можно найти 
скорости колебаний частиц К

Исключая из системы (16) I'. получим следующее уравнение в 
частных производных второго порядка относительно

где
д(г) —-ггехр (/^г)

Следует отметить, что уравнение (22) гиперболического типа
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только до значения Z—z։= —. За координатой г։ уравнение

не имеет места, исходя из понятия характеристик.
С помощью интегрального преобразования Лапласа находим 

шение уравнения (22), выраженное через функции Бесселя перво!о
ре

да

, = тоехр(-^ i

1 »*‘1>(г;/) <?»Ф։(г;/) ||
! 2*1 гГ (2:

где

Ф(г; t) = ...С1—*-F- Л (— / l-rfz* ):«(/֊ Л*1)

ФЛ֊֊;/)

/0: ./։—функции Бесселя первого рола, соответственно нулевого
первого порядка.

—дельта-фу нкция Ди рака.
С помощью численного анализа по формуле (23) 

графики ■(/) на сечениях г«400 Ь1000 см (фиг. 6).
вострое

Фиг. б. Графики изменения касательных напряжений т(0 и разных сечениях 
дилатирующего груша (/? г 400 см,-. :֊ 600 см. ЮСО см)

В результате проведенных исследований можно сделать следу 
щие выводы;

I. Явление дилатансии существенно влияет на интенсивность се 
омической волны сдвига. Вследствие дилатансии скорость плз 
тнческон волны сдвига уменьшается на 20—30% и зависит 
соотношения первоначальной и текущей плотностей грунта.
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2 Скорость волны жесткой разгрузки в дилатирующем грунте 
существенно зависит от отношения исходной и критической 
плотностей и ог величины дилатансии. С увеличением дилатан­
сии скорость волны разгрузки уменьшается. При действии тре­
угольного импульса волна разгрузки имеет линейный фронт.

3. Волна сдвига в дилатирующем грунте в случае переменной 
объемной деформации распространяется по криволинейным ха­
рактеристикам. На координате х= I г (г-постоянный коэффи­
циент, который зависит от физических параметров данного грун­
та) грунт разрыхляется и волновое движение превращается в 
пластическое течение.

4. Результаты проведенных исследований могут быть использова­
ны для определения волновой нагрузки на сооружение, а также 
при сейсмическом микрорайонированнн площадок строитель­
ства ответственнных сооружений.

IPUJiUL ЧН.11.К1Гь11Ь11.:И1>1, WIH.Sni'lT 
л.рр- (ГьиццФ iiiijm՛ u.i.H%bpf.‘

11-, 'll iruj'SI-nillrtin.

U. ։i ф II ։|| 1! I il
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i/inti'i I/[in i'll tit'll Itpnuf uui'lp/i "‘ll'l'f՛ iiituftttiAiiill'll ij liufpni if ։ hijiui i:ti[iiti[itijlih 

Hpin.btti(i um^pfi ч/nf tiitffintfl jutb tfrnpAb in !( ni'h i;ji uh; fttnif in jft 'ftiftub i(ptu, tf/i/tii֊ 

itiai՝liut[tti; t[ [in if/ ш/i lift и tiiinh n in 4:f tub in fipn t j[l /i Lt[[t[tb I; in ti ui jin l[ uiji Ahft flijut- 
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4' tnlu[ ill'll h; ntj iti[/>pfi fftp пЪ m ft t[(ttu I[{t'ltiini />![ mb fn цh[ftni [} tin'li u[ tu jif tubp , 

lt[in>l{tud /, 1[П?1П pli/l'lllll/.l ill ifl if Ill'll IU[l'p{l uihuppt li intlttjl[tllt> / fltHll[plt [nir}lliii[i 

hpp r//t [Ui ill Ill'll till ni[ qpni'binli !ii[[t/r>i ШГ[1;П111՝ f t.nnAilj >n;‘h mAh /nfu{iit[tf: U.jt[ 

rj/.му^у, lutd'iti[i Ifttiptj ind p'lihptttii I/ in ntt t i;:[L [ Lh 2п?тфпг[ [tiipntiffiliplt I'lii^/’ii/ui- 

c)n 1 [Jjlilil I, и; /tupinbhfip i

OXE-D[MENSIO\’A1. PLANE SMEAR WAVES IN POSITIVE 
DILXTATIONAL SOIL 

к I» MARIIROSSIAN

S u hi m а г у

The method of calculation of positive dilatation is suggested for 
shear wave proportion In soft soils. On the basis of the experimental 
diagram of shear resistance of dense sandy soil, the wave problem 
solution has been carried out during the elfect on the boundary of 
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dliatatcd semi-infinlie soil oi tangent impulse < i arbitrary form. frigid, 
unloading wave form is determined by keeping d> nantie continuity con­
dition at the wave front. The solution oi the problem is given when 
the impulse oi the triangle iorm efieets the boundary oi dilatated soil. 
For this case diagrams oi distribution of tangent stresses In the sec­
tions are given.
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