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1. Рассмотрим устойчивость трехслойной панели бесконечного разма
ха, совершающей полет с постоянным ускорением под действием сжимаю
щей равномерно распределенной гангснцмальной следящей силы интенсив
ностью Р, приложенной на одном крае. Эта панель является неконсерва- 
тивной системой флаттерного тика. Выделенная из такой панели полоса 
единичной ширины представляет собой трехслойиый стержень прямоуголь
ного поперечного сечения, нагруженный на одном конце сосредоточенной 
следящей силой Р и совершающей полет с постоянным ускорением. Таким 
образом, все полученные в работе результаты в равной мере относятся как 
к трехслойным стержням прямоугольного поперечного сечения, так в к 
трехслойным панелям бесконечного размаха.

Для однородного стержня эта задача впервые была поставлена я ре
шена К. Н. Гопаком [I]. Точное значение критический силы Рк? = 
= »09,69 0/1֊՞ (где Е) — изгибная жесткость стержня, а 6—его длина) 
было вычислено В. И Феодосьезым [2]. Различные вопросы задачи устой
чивости свободного однородного стержня, нагруженного следящей силой, 
обсуждены в работах [3—9| и др.

В силу неконсервативносги рассматриваемой системы для исследова
ния ее устойчивости применяется динамический метод [10]. Для вывода 
уравнения малых поперечных колебаний из трехслойной панели (фиг. 1) 
двумя продольными и поперечными сечениями выделим элемент единич
ной ширины и бесконечно малой длины (1х (фиг. 2). Проектируя все силы, 
действующие на выделенный элемент, на ось ()2, получим

Здесь С?—суммарная поперечная сила, Л -суммарная нормальная сила, 
/П — осрсдкенная погонная масса, соответствующие трехслойному пакету 
единичной ширины [11].
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Пренебрегая малыми величинами высшего порядка, после упрощении 
имеем

֊֊ + Лг.֊-֊_ 4---------------гт — _0
Ох Ох՝ Ох Ох сн՝

Согласно [11] введем функцию перемещения X

Г = А2 сР \
? <1х* } 7

«7
А2 И3/

։3 Ох3

•<1.1)

(1.2)

С.3)

где а — угол поперечного сдвига в заполнителе, а р. О и у —безразмер
ные параметры, которые полностью характеризуют структуру упругой 
трехслойной панели с точки зрения ее сопротивления изгибу [11]. Изги
бающий момент Л/ и поперечная сила (} выражаются через функцию пе
ремещения X следующим образом [11]:

0Аа \ </3х 
> Их֊ у ах3

где О — изгибная жесткость трехслойной панели бесконечного размаха. 
Нормальная сила в сечении х будет

^=P{l-x!L) (1.6)

Подставляй выражения № (1.2), 0> (1.5) и Л ( 1.6) в уравнение (1.1,1 
получим

_ + р 11 _ И н _ 2с -21'121
? 0х21дх4 \ к)[ [3 дх")дх՝

Л 8 дх2 ) Ох \ р 0хг / дР (1.7*
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Решение уравнения (1.7) будем искать в виде

/.(■*. О /.*' (х)ехр (/՝»>*/) (1.8)

где у՜-՜ (л) функция только переменного х, а о, =«>/ ,-/«/—ком
плексная частота колебаний трехслойной панели. Тогда из уравнения 
(1.7) для X* (х) найдем

(1х' $ фс* \ £ ) с’х՝ \ £ / р </х։

М* . РЛ2 </¥.*
4х рД

— т՝՝*2,/* ֊}֊ т^2. ~ О
? </х3

(1.9)

Введем следующие безразмерные параметры:

/*
֊. Х= - • £• = 
к к

А2
р£3 ЦТ = О);

тИ
— > 
£>

, Рк֊X֊ = ------
£)

(1.10)

Р 
к

Из уравнения (1.9) с учетом (1.10) получим уравнение малых поперечных 
колебаний трехслонкой панели бесконечного размаха в безразмерной 
форме

'Р (1 ֊ X)___ 1 д,1У____** у» _ I ?.*(! ~ х)
0 Ьк 0 | Г 0 +

у- О։՜
+֊кх’+֊кх=° <1Й>

2. Рассмотрим следующие три варианта граничных условий:
1. Оба края трехслонкой панели свободны

М = () = 5 — 0 при х = 0 и л՜ = 1

лол2 </‘Хгде о == и-------------- некоторый силовой фактор, связанный с кинема-
р 4х'

тическим фактором а*[ [11]. Исходя из выражения Л/, и 5, найдем

X" = А'п’-(А"'-0^г) =0 при х=0 и х = 1 (2.1)

II. Один край трехслойной панели свободен, а на другом крае есть 
бесконечно жесткая на сдвиг диафрагма

М =■ Q — 0 при х = О

М = (2 = —0 при х = 1

Либо, если учесть выражения М. и <ху, то получим

X" = X"' = X"’ - их4 = 0 при X = о

А"" = %՝' =Х"-0кХ՝ч = 0 прих = 1
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III На обоих краях трехслойиой панели имеются бесконечно жесткие 
на сдвиг диафрагмы

М — (у = а* = 0 при х = 0 и л՜ — 1

или с учетом выражений М, и ау имеем

Х"' = Ху = Х"֊а*Х|у = 0 прих=0их = 1 (2.3)

Таким образом, задача устойчивости трехслонион панели бесконечно
го размаха свелась к краевой задаче на собственные значения ( 1.1 I) с гра
ничными условиями (2.1—2.3).

3. Хороню известно [10], что динамический метод изучения устойчи
вости неконсервативных систем сводится к исследованию зависимости 
частоты колебания системы от величины внешней нагрузки. Считается, 
что система потеряла устойчивость, если она при некотором значении 
внешней нагрузки = начинает совершать колебания с возрастаю
щей амплитудой. Это произойдет тогда, когда мнимая часть комплексной 
частоты имеет знак минус. Если внешняя нагрузка не действует на па
нель, то частота колебания вещественная величина (о՝/՜ ֊ 0). и панель 
совершает гармонические колебания. Частота колебании останется веще
ственной и при малых значениях внешней нагрузки (•/'•’ < у*,,). Следова
тельно, для определения критической силы можно ограничиться лишь ве
щественными значениями частоты. Таким образом, все коэффициенты 
уравнения (1.11) — действительные числа. Решение этого дифференциаль
ного уравнения с переменными коэффициентами представим в виде ряда 
Тейлора

оо
Х=£А(1-ж)я (3.1)

п֊9

где Аг. — неизвестные постоянные.
Исходя из уравнения (1.11) и выражения для X (3.1), число неиз

вестных постоянных, входящих в (3.1). можно сократить до шести. Под
ставляя выражения X и его производных в уравнение (1.11), получим ре
куррентное соотношение для определения коэффициентов /1л:

п(п -1)(п ֊2) (л- 3) (п — 4)(п.—5)

X | (п — 2) (и — 3) (н — 4) (п — 5) Ап .? (п — 3) (п 4) (п — Ь)~Ь-՝Ап. и 4֊

4-(л~4)(п-5)ЛЛя_< -1_(л-5)Ч4я_5 ^Ап-6] (3.2)

С помощью этой формулы все неизвестные постоянные Ап, начиная с А,. 
можно выразить через предыдущие. Тогда в ряду (3.1) останется только 
шесть коэффициентов А„, А,, А-, /1„ /1о А-,.

Если учесть (3.1). то граничные условия (2.1—2.3) получат такой 
вид:
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У п (л — !)Л„ = 0

Ул(л —1)(л-2)(л-3)А.= о

V л (л - 1) (п 2) А„ ОД- у п (л - 1) (л 2) (л - 3) (л - 4) Ап = О

А., = 0, А = О, Лэ - 20 0М5 = 0 (3.3)

V л (л — 1) А„ = О

Ул (л-1) (л-2) (л-З)Лм-О

Ул (л - 1)(л֊2) Дл —адуЛ(л —1)(л -2)(п —3)(л -4)А = О

А=0, Л5 = 0, А.,- 12ЬД*А = 0 (3.4)

и

У л(л֊1)(л-2)Лл = 0

У л(л —1)(л 2) (л — 3) (я — 4) ֊ О

У л(л-1)Л„-8Д у л (л — 1) (л —2) (л — 3)А = О

ДМ, Л=0, А- 12 МА = О (3.5)

Выше во всех суммах пределы суммирования 01 0 до со.
Из (3.3) (3.4), (3.5) с использованием формулы (3.2) получим систе

мы трех линейных алгебраических однородных уравнений относительно 
-4„, .4.. А:

л։-ЛоЧ՜ — О

4՜ Опо/Ц 4՜ Й23Л3 = О

Я.-лА 4՜ <*32 А 4- С1^АЬ — о (3.6)

или Ло, А,, А։:

/>ИЛО ^ггА1 ! Ь.ЛА• = О 

622 А ~ ^-цА^ — О
^1А + ^1 + ^А| = 0 (3.7)

либо .4,,, А,. А, в виде

с12Л։ 4- С13Л4 О

Си։Л0 С2Л/14=0

См^о-г сд2Л1 4- — О (3.8)

Для существования нетривиального решения этих систем необходимо, что
бы их определители были равны нулю. Отсюда получим частотные урав
нения в виде

А (г2, <в) О (3.9)
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Разработан алгоритм н составлена программа [12] для построения 
зависимости частоты колебаний трехслойной панели от безразмерной си
лы х2.

4. На основе проведенных расчетов на ЭВМ построены графики зави
симости частот колебаний от безразмерной силы для всех грех случаев 
граничных условий. Для некоторых значений жесткостных параметров 
О и к при граничных условиях I кривые собственных значений представ
лены на фиг. 3.

Отметим, что параметр О характеризует изгибную жесткость несущих 
слоев. Теоретически пределы изменения параметра весьма широки 0 
^0^ I. Верхняя граница й = I достигается. когда трехслойная панель 
вырождается в однородную, состоящую из одного несущего слоя. При 
0 = 0 несущие сдои являются мембранами. Параметр /г характеризует 
сдвиговую жесткость заполнителя. Этот параметр может изменяться а 
пределах 0 /? 00, причем малые значения Л соответствуют большой
цветовой жесткости заполнителя. При к = 0 жесткость заполнителя на 

сдвиг бесконечная, а при & = сю жесткость заполнителя па сдвиг равна 
нулю.

Характерная особенность этих кривых состоит в том, что частоты 
обоих токов колебаний уменьшаются, когда сжимающая сила возрастает, 
начиная с пуля, причем частоты второго топа колебаний уменьшаются 
быстрее, чем первого тона. При дальнейшем увеличении сжатия частоты 
первого тона начинают возрастать и при х2 х2։ частоты обоих тонов 
колебаний становятся равными. Кривые собственных значений для всех 
лучаев граничных условий качественно не отличаются. Наличие бесконеч

но жесткой на сдвиг диафрагмы на краях панели имеет заметное стабили
зирующее влияние лишь при больших значениях жесткостных параметров 
<? к к (О > 0.1: к 1).

Фиг. 3. Кривые собственных значений 
пои в -0,1 я 1 — к = 0.05: 2 — £=0,1; 3 — 
к -0,2; 4-- к 1, 5— £=10. Граничим«.- 

условия 1.

Фиг. 4. Злнисимость критической нагруз
ки от сдангопой жесткости заполнителя 
при 0—1>=1; 1-.1=0.5: 2-1» =0.25; 3— 
՛> 0.1; 4— ‘1 = 0,։ о- Граничные условия I.

Исследовано влияние величин жесткостных параметров О и к из 
устойчивость трехслойной панели бесконечного размаха. На фиг. 4 пред
ставлены кривые зависимости величины критической силы от сдвиговой 
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хесткости заполнителя k при различных значениях параметра fl для гра
ничных условий 1.

Увеличение сдвиговой жесткости заполнителя приводит к возраста
нии» критической силы, что особенно заметно в отрезке 0.01-<&•<!. 
При /е 10 изменение параметра А практически не влияет на величину 
критической силы. Чем меньше параметр О, тем заметнее становится влия
ние сдвиговой жесткости заполнителя на устойчивость трехслойной пане
ли. Аналогичная картина просматривается и при остальных граничных 
условиях.

На практике применяются такие трехслойные конструкции. у которых 
0 < 0. 1. прячем, чем меньше О, тем рациональнее построена эта кон- 
.трукция, поскольку при этом обеспечивается легкость конструкции. Нг 
определенный интерес представляет расчет таких конструкций, у которых

0 25. В этом случае конструкция может трактоваться как двухслой
ная, Например, при О =0,25 получим двухслойную панель симметричной 
структуры, а при ft ~ 0,5 двухслойную панель с отношением собствен
ных изгибных жесткостей слоев как 1 : 3.72. Параметр А’ в случае двух
слойных конструкций может характеризовать сдвиговую жесткость клея, 
соединяющего два слоя друг с другом.

Кривые собственных значений двухслойных панелей бесконечного 
размаха для различных значений /< показаны на фиг. 5 (О = 0,5) и 6 (fl = 

0,25). Эти графики соответствуют граничным условиям I. Исследо
вано влияние жесткости склеивания на величину критической силы 
(фиг. 4, кривые 1 и 2). С увеличением этой жесткости значение крити
ческой. силы возрастает.

Фи:՛. 5. Кривые соб'стпенных .»пачсйиЙ 
дпмхелоннс! панели при !>—0,5 н 1 к 
- U.02. 2 ֊4--9,05: 3 —4=0,1; 4-4=

0.25: 5 -4 I, Граничим.։» условия 1.

Фиг. 6. Крипыс собо18окных значений՛ 
двухслойной ипиелз при 11=0,25 и 1 
4=0.02; 2 4=0,05; 3-4=0.1; 4 4 
= 0.2; 5 —4=1: 6 — 4=10. Граничные 

условия 1.

Интересно отметить, что при Л 10 и граничных условиях 1 два 
слоя панели работают как практически несвязанные друг с другом пане
ли бесконечного размаха. Тогда при А = 0,25 общая жесткость полосы 
единичной ширины 2Е(й/2)’ 12 £7г'/48 з: величина критической силы
составят четвертую часть хлесткости £й3/12 и величины критической силы 
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соответствующего однородного стержня единичной ширины. Исходя из 
этого, было определено, что для однородного стержня Рк? 110,09Р/£2, 
что отличается от результата работы |2] на 0.37%, а от [6] —на 4.35%.

Исследовано поведение трехслойных панелей бесконечного размаха, 
совершающих полет с постоянным ускорением под действием растягиваю
щей разномерно распределенной тангенциальной следящей силы, прило
женной на одном крае. Зависимость частоты колебания от величины рас
тягивающей силы при граничных условиях I для некоторых значений па
раметров б и представлена левыми частями кривых на фиг. 3. Увеличе
ние величины растягивающей силы приводит к возрастанию частот обоих 
тонов колебаний.

2ԵՏԵՎՈ'!. ni’.IbPb 11.9.ԴեՏՈհԹ«ԱՆ ՏԱԿ ԱՌՉՈՈ. ԱՆ211.11ԱՍեՈՈՐԵՆ ԵՌԱՇԵՐՏ
ՊԱՆԵԼԻ ԿԱՅՈԻՆԽ՚ՌՑՈԻՆՐ

Ն. (1. ԴՐԻԴՈՐՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Դիտ արկվւսմ է, ահսա Հմա նոր հ ն րոյն եռաշերտ էզէսնեյի կայունու
թյանը, որը թռչում Լ հաստ ատոլն արագացումով, հավասարաչափ բաշխված 
տանգենցխ»! հետեոդ սեդմււդ ումերի ազդեցության տակ: Այդ ումերր կիրառ
ված են պանելի մի եզրի վրա։ Օգտագործված Լ 9՛ րի դո յ ւուկ-Չ ուշկով ի ես ու
շերս։ պանելների աեսութ յունը։ Այս ֆյատաերա (քւն տիւդի ոչ կոնսերվատիվ 
',ամ ակարդի կայունությունը ուսումնասիրված Է դինամիկ մեթոդով։

Գնահատված են դանաղան տիպի եզրային պա լմանների ազդեցռլթ քունը 
կրիտիկական ։։։մի մ ևծոլթ յան վրա։ Դիտարկված են կրող շերտերի րսա ծըո- 
ման ունեցած կոշտության ե յցոնի ըստ սահքի ունեցած կրւ՚շտռւթյան ազդև֊ 
ցությոէնները կրիտիկական ումի մեծության վրա։ թննսւրկվտծ Լ երկշերտ 
պանելների դեպբր:

STABILITY OF THE SANDWICH PLATE OF INFINITE 
WIDTH PERFORMING FLIGHT UNDER THE ACTION 

OF FOLLOWER FORCE

N. B. GRIGORIAN

S u in m a г у

The npneonservative problem of stability of sandwich free-free plate 
of infinite width subjected to a uniformly distributed follower compres
sing force acting along one edge is considered. The influence of proper 
flexural rigidity of the faces and shear stiffness of the core on flatter 
load is investigated. The case of a two-layer plate is discussed.
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