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жидкости

БАГДОЕВ А. Г.. ПЕТРОСЯН Л. Г.

В работе | 1] были получены и решены уравнения нестационарных 
двумерных коротких волн для сжимаемой жидкости? С учетом вязкости и 
теплопроводности соответствующие уравнения получены в [2].

Исследование лучевых решений и дифракционных задач для широко
го круга сред проведено в [3. 4].

Построение общего вида уравнения коротких поли для слабо дисси
пативных сред и конкретизация коэффициентов для теплопроводящен 
жидкости с несимметричным тензором напряжений выполнены в 15, 6].

Получение уравнения для воля модуляций из уравнения коротких 
волн, заменяющего систему уравнений среды, для несимметричных элек
тропроводящих жидкостей с пузырьками газа при наличии магнитного но
ля и их применение к дифракционным задачам приводятся в [7].

Примененный в указанной работе метод получения уравнений моду
ляций является довольно общим и простым.

Вместе с тем наличие в нелинейном решении свободного члена, пред
ставляющего среднее течение [8], генерируемое первой гармоникой вол
ны, н являющееся, наряду с амплитудой второй гармоники, малой вто
рого порядка относительно амплитуды первой гармоники, приводит к не
обходимости исследования вопроса о применимости метода работы [7|, 
основанного на применении уравнения коротких волн к построению урав
нений модуляции.

В настоящей работе на примере более простои среды, представляю
щей вязкую сжимаемую жидкость, дается вывод уравнений модуляций из 
исходной системы уравнений и показывается, что окончательное уравне
ние модуляции совпадает в основных порядках с уравнением, полученным 
в |7]. для данного вида среды. Тем самым обосновывается возможность 
использования общего подхода для получения уравнений модуляций 
волн, основанного на уравнении коротких волн, вид которого известен для 
произвольных сред [5, 6].

Показывается, что для дифракционной задачи в линейном приближе
нии вязкость не влияет на уравнение модуляции.
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Для простоты рассматривается плоская задача.
Уравнения движения вязкой жидкости имеют вид

dt '
Ou , du 

и---- -f- v —
дх Oy Р дх 3

д ( ди * dv 
дх \дх ду

(1)

^4- 
01

dv . dzi 1 dp , 1- -----!֊ v —— ■= — — —֊- v 
dy 9 dy 3

. /d*v dzv \ 
4֊ v I------ h ----  )

W Oy- /

ди

(2)

и à

֊- + и :■ о — i pocj fl -I- n
at ax ay \ (3)

где U, 1'— проекции скорости частицы на оси х, у, р—избыточное давле
ние, (•—плотность, I — время, V — коэффициент кинематической вязко
сти, п— показатель адиабаты для жидкости. рс и с0 — соответственно на
чальные плотность н скорость звука, причем в (3) удержаны нелинейно-

рсти второго порядка, р — р0 4- -у-«
с0

Решение (1)—(3) ищем в виде квазнмонохроматической волны

и = Ц, 4- Z/։ ехр (/-) 4՜ ехр (2ft) ; к. с.* 

v = Ц, г ехр (ft) Иг ехр (2ft) 4֊ к. с.

р Ро Рх exp (ft) 4֊ Я ехр (2ft) 4- к. с. (4)

Здесь для простоты рассмотрена первоначально плоская волна, т — fr.v— 
—а>/, k — волновое число. 0) — частота.

Рассматриваются высокочастотные приближения и дифракционные

задачи, для которых имеют место порядки х ** 1. / 1. у^1'У k .
Подставляя (4) в уравнения (1) (3). приравнивая слагаемые, соот- 

ютствующие е°, ехр (ft), ехр (2ft), получим

2^4-4У0^ | 41/„—° + 
ôt ° дх ° ду

2 ОР, 4
Ро дх ?3«о

РдЛ_ 
° дх

? + —(ад> +3 дх։ ду‘ 3 дхду ÔX '

... J/, ֊֊Ч 7, - -i =0
* ду ՝ ՛ ду pj е; Пх ’ ։' (5)

к. с. обозначает комплексно-сопряженные слагаемые.
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2 7Г + 4У» ^?+ и՝ - к'Ч * + $ + к‘^ +
1К« .и1/ и..7"Н . 2 дРс 1
Оу ' '0у 1 Оу ’ Ро Оу

■ р
'.Оу

-2«/ о- Ио 8
дх-

V"’՜
2 .. Щ

- 4-

~з’ <7(/ 3 Ъхду = 0

2 4՜ 4/./0 ֊^֊ 4- ^Л֊1 + (л — 1) 1аихРг ֊֊ 21аи*Р2 —

- <" - 1) к,и՝Р' + 2к‘и^ + 4 г’^г” I- и֊ 7Г
Л иУ иу

Ох Ох

+ пР,֊' ■ 4пРо^֊/° + п?,֊11 + «Л֊1“О 
1 Ох Оу 1 Оу 1 оу (7>

для свободных членов.

- «/£/, + гмду, + 2у0 4- оу.
0! Ох Ох к^и.и^

4-2И0<? —4-2//у^ 4՜ и/4^< И/—2= —Рг - ֊^4-Оу Оу Оу г Оу Ро 1 р0 Ох '
1_

6՜ c^1'0 Ч

(2^0 оР. 
Ох

2Л^ + А,-Л/>\ +Л։/'£^.+. 
Ох / 3 \ <а-

+2^#-^.)+^^’Ч’СЯ1Ох / Оу- 3 \дхОу Оу /

ф _ ш/ и, + И>. —-1 + 2ИУ0 Ц + чи, ф — к,-и^'1 + 
01 Ох Ох

(8>

ч-г^и. + г^ф+аи,—Ч-и,ф .: |/,ф? __±ф4 
Оу ՝ Оу 2 Оу г Оу р0 Оу

1
Р^о

\^^2РХ°-Ь Р^Р՝
Оу 1 Оу 2 Оу

6^=1/, 
ах2

Ох
4

+Т’
л2И.

.^хду
(9>

ф - ™л + чьи.р. + 20^ + 2^'^-ьил+ 
01 Ох Ох

+ 2к^р2 + 2+ 2у^+у,дЛ+ У^ ։ +
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+ + Л/1/, ) + 2пР.^-I 2п«<Р0У, + 2»Л М1,Р։ +
ду / дх дх

+2П«л^+ 2-^+^'+.фя?ф=о (1°>
для первой гармоники.

—=-2«4(Л4 4ШУ.. + Ъ-£/,2 + 2У2—0 ; 2И0—=֊к. —1 -Г
Л Ох Оу Оу

+ чу..~° ֊ _ 2 л. 
ду ՛ Г'о дх ?о 

1
Л$ с’•и Ч

4/сР0^Н֊

4֊ Л/Р? г2Р։—
Ох / 3

(И)

—2 ֊ 2<ч/ V. 4- Ши<уп + кшух 4- '21Л —0 - 2Ц. Ф 4- К —1 4֊
д( Ох дх Оу

+ 21<—0 = - -1-ф + ։ (2Р։^+Л֊р+
Оу Ро ду Г'(Ло \ Оу Оу

+ 2р.^\. 4те։И։ (12)
՛ <>у)

֊ ыр. 4- ши,р. + ни,л - 2У։ —” + 2 и0 -р^ +
01 ՛ Ох Оу

+ и, 4- 2 V. + 2Рос2 ЬШ, 4- п (^к1Р^ Н к,иуРу 1-
Оу Оу \

+ 2^ + 2Ро^+Л^Ч2р/^)+^/^Н-^ - О (13) 
дх ду оу Оу / \ Ох Оу /

для второй гармоники.
Здесь и. V՜, Р комплексно сопряжены Ь'. V . Р.
При получении уравнений (5)--(13) предполагалось, что Р'(| ~ к, 

V -՝- к2 (е <С 1) и члены, содержащие V более высокого порядка, отбрасы
вались.

Берем главные члены в уравнениях (8) к (10). тогда получим

ш = кс0 (14)

что можно считать определением <д>.
Из (10) с учетом (14), оставляя члены порядка (/։, имеем

Л = Г-«соУ1֊-^(С»'^-^֊^4-֊^)-?о(֊։-) 05)
к. \ Ох к Оу~ 01 ] \ к /

Из уравнения (9) с учетом (15), оставляя члены порядка V՛,, можно 
получить
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1 . z ____ 2 4 ч öUi
к dy к* дхду к* dy* c^ dtdy 3 c0 dy

4- о k Vk
(16)

Из уравнения (5), удерживая члены порядка U\‘.kt находим

ät/0 2 dp0 ^{/0 | / /ад/, •
dt "Г Po Ох Оу: Ох 1А*св \ 0t 0 Ох г к Оу" ) 1

____i_ (dU_x . f дЦх __ icq &UX \p 1 Д d_ dU>s_
kc9 \ dt l° dx к dy" / ’] I8 dx dy

о_____ d_ oUx ■ 
c(llcz Ot Oy

.8 -L Ий
3 с© ! dy

i ( o*b\ ÖC\ _ 04Jy dJJ\ 
iP \ dy* dy 0уя dy / (17)

где учтены (15) и (16).

Из (7), подставляя (15). (16) и оставляя члены порядка 4Л, получим

2^+2^/^» 4-^) 2(,оС։А|У։И_^.£7|^4 
д։ \ дх оу / Ох к дур

оГ|У'|։=։0 (18)

Из уравнения (6). подставляя (15) и (16) и оставляя члены поряд

ка и\!\ к, имеем

2 L'l* _|_ _1 £5» х -L ([/ &У±- 
Ot ро ° У к \ ՝ ОхО у

77 \ Ш (и "УЛ , 2 0 dUx |՜
1 Öioy / Зс0 \ 1 Оу 1 оу) к- Оу Оу I

_ Л-(дУлд^ - \ х z (öÜ\öUi dÜldUA
k ' Öx Og Ox dy / c/Jc \ Ot Oy Oy dt / (19)

Из уравнения (18) следует, что 6'0-— U\. Для того, чтобы в ста
ционарной дифракции система не была переопределенной, следует 
считать, что оУ^Оу — dU^dx, тогда Ио—Z7?/) к . Из уравнения (19) 
следует, что Pü— U‘i/k.

Из уравнения (II). оставляя члены порядка U՝\ н подставляя (15) 
и (16). получим

düt 
ot Ikic^U. L№A' 

к \dy)
1 dPz 2ki p .— -- r2 -t-

₽o Ox ?o

\ dx k dy* со dt ) 1
16
3

^Ü2 (20)
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Из (13). подставляя (15) и ( 16). получим в порядке(Л уравнение

2*,-р։ + (п + 1) 'И^и.. + Росо (+ —1 2) = О

1 9г Л ди^ *С° ( д՝и՝ I ^11֊ ֊
д} а\ Зе.) дх к [д^ Оу3 Д Зс0 :

1 д^ /\ ди. _ 21 I д-Ц. _
к~ Оу3 \ 0 дх 01 / к д(дх кс0 др 

. Ду
+ (п + 1) киуи, + А֊ *?(/, = 0 (27)

с0 01 X Ох Оу / 

■отсюда, подставляя — 2кгР^ в (20) и отбрасывая члены порядка (Л. 
находим

ди. 1 дР., 1 дР. /дЬ\ , <?|/.л— ֊-------— --------- —’ — с0 —“ ֊ — ) -
О1 р0 Ох Со?о <П \Ох ду '

- (л + 1) к,-и2, - ֊5֊ = 0 (21)
О

Откуда видно, что '-՝-•££/?, поэтому из (20) получим 

Л = Р0с06/1+О(^) (22)

Тогда из (21). с учетом (22). можно получить

2 ?^= + 2с _ 2£» + („ - 1) кН!} + ~ ''к’-и, = 0 (23)
д։ \дх '2к Оу- / 3

Из (1'2) с учетом (15). (16), (22) и (23) следует

0Ш
^к Оу ՝ \к\

(24)

Из уравнений (8) и (Ю). оставляя в нелинейных членах порядки

к՝и՛-, используя уравнения (15), (16), (22). получим

диг ,■ и — к(С^их
•Ь ’^4+2^«-

01 Ро Ох Ро 3 Ох~ Ох

-‘’фгЭ <25>
дЬ\

^’77“
Фо
к

( д‘и*
\ дхд1

/ср д3Цу 
к ду՝О1

ШД 
др ) кгс^Р ।

= Р^О ( - Т 44 + к1и՝ ) - (п - И кгс^щи, (26)
\ Ох к Оу* /

Подставляя значение Р, из (26) в уравнение (25) и учитывая значе
ние дР^дх, определенное из (15), имеем
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Существенно, что при получении (27) слагаемые в уравнениях (8) и 
(10). содержащие (■՛ „ Рп, выпали из окончательных уравнений, то есть 
в дифракционных задачах они (среднее течение) не влияют на решение.

В нестационарной задаче, отбрасывая малые О (UJk) и обозначая 
г, ,, / 2 \L j = с/exp I------- -л- 1՛ находим

\ 3 с0 /

2 +2с, _ А +(Л +1) kiUU։ „ о
(Jt Ох к ду:

где L' определяется из уравнения (23), которое можно перекисать в сле
дующем виде:

е\ '■L/ J « OU., ICq О i.i о ii/ ■ {!՝л2—-3-г2с0֊ —7 -| (Л-Г D^tAexp
о i Ох 2 к Оу

± 15 = 0
3

4 v<-?
3

В задаче стационарной дифракции получается

2с,^ - 4т+<»■' I) ыищ - о
Ох к Оу

«, dU2 ic0 01 2U., . . . , 4 'tk- \ . 16 ..... л

1 о, что в комплексном уравнении (27) отброшены в коэффициентах 
малые величины, содержащие ki\՝lc.,, а также «лены порядка UJk, можно 
обосновать, вводя действительную амплитуду в и фазу ф по формуле 
£/1=аехр(/ф) и отделив действительную и мнимую части уравнения. 
Из полученной действительной системы уравнении для а и ф видно, что в 
основных порядках следует указанные члены отбросить.

I акне же уравнения соответственно <в нестационарной и стационар
ной задачах дифракции получаются из уравнения коротких волн [7], что 
доказывает правильность замены исходной системы уравнении уравнения
ми коротких волн при получении модуляционных уравнений для весьма 
сложной среды [7] •

Отмстим, что для исследования уравнений на устойчивость и вообще 
для применимости предположения о медленно меняющихся амплитудах 
следует считать vk2 I или к < 1/е.

Таким образом, область применимости уравнений модуляций не
сколько шире условий, наложенных на окрестность волны при получении 
уравнений коротких волн [5. 6].

2Г •*---------------- - 4-(« -Ь 1) АчСЛехр —-----х 4------- = 0’ ох 2к Оу‘ ' Ч 3 с, I 3
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ՄԱԾՈՒՑԻԿ ՍԵՂՄԵԼԻ ՀԵՂՈՒԿՈՒՄ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ ՄՈԴՈՒԼՅԱՑԻԱՅԻ 
ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ՍՏԱՑՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ ԿԱՐՃ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ-

ՕԴՏԱԴՈՐԾՄԱՆ ՀՆԱՐԱՎՈՐՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

IL Դ. 1'11.Դ'Ւէ11ւ|1,, Լ. Դ. ՊԵՏՐՈԱՅԱՆ

Ա մ փ ո փ и I Ժ

Աշխատանքում մսւծուցիկ սեդմեյի 'Հհէքուկքէ օրինակով տրվում Լ ելակե
տային հավասարումների սիստեմից մոդուլացիայի հավասարումների արտա
ծումը, և Un,S3 i արվում, որ մ ուլուրսցիա յի վեր շնա կան հավսուարումները 
հիմնական կարէք երում համընկնում են կարճ աքիրների հավասարումներից 
ստացված հավասարումների հետ։ Հիմնավորվում Լ կարճ աքիրների հիման 
վրա ալիքների մոդոլլացիայի հավասարումների ստացման ընդհանուր մո֊ 
տեցման օդտադործման հնարավորությունը։ Յույց Լ տրվում, որ ղծային մո֊ 
լոեցման դեպքում դիֆրակցիոն խնդրի համար մ ւսծուցիկայնությոլնը չի ազ
դում մ ոդւպացիա յի հավասարումների վրա-.

ON POSSIBILITIES OF THE USING OF EQUATIONS OF 
SHORT WAVES IN DERIVATION OF MODULATION 

EQUATIONS FOR THE WAVES

A. G- BAGDOEV, L. G. PETROSS1AN

Summary

In this paper on the example of viscous compressible fluid the de
rivation of modulation equation from initial system of equations has 
been deduced and it has been shown that the final modulation equation 
coincides in main orders with the equation obtained from the equation 
of short waves. The possibility of utilisation of the general method of 
yielding of modulation equations of waves, based on the equation of 
short waves is proved. It has been shown that for the diffraction 
problem in linear approximation viscosity does not effect the modulation 
equations.
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