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Ранее было доказано | 1J, что гипотезы классической теории как изо
тропных, гак и анизотропных пластин, не применимы для определения 
напряженно-деформированного состояния пластинок. когда на лицевых 
плоскостях заданы условия, отличные от условий первой краевой задачи 
теории упругости, например, когда одна из лицевых поверхностей жестко 
защемлена, л на другой заданы значения напряжений, перемещений или 
смешанные условия Для решения подобного класса задач, имеющего боль
шое прикладное значение, было предложено использовать асимптотический 
метод. Показано, что указанные задачи являются сингулярно возмущен
ными. следовательно, их решения складываются из проникающего и гнпз 
пограничного слоя составляющих. Проникающая составляющая решения 
полностью определяется, удовлетворяя граничным условиям на лицевых 
поверхностях пластинки [1].

В настоящей работе изучается пограничный слой и вопросы его взаи
модействия С проникающей составляющей. Эт.» позволяет получить реше
ние соответствующей трехмерной задачи теории упругости с наперед за
данной асимптотической точностью, одинаково пригодное как вблизи бо
ковой поверхности, так и вдали от нес.

I. Чтобы построить решение пограничного слоя и уравнениях про
странственной задачи теории упругости анизотропного тела [2! произве
дем замену независимых переменных по формулам 13, 41

т а,, — ai: — /к, / — a't, 7 — а£ = h', (1.1)

и в качестве неизвестных выберем напряжения =f֊y и безразмерные пе
ремещения и, — ttîa, и-. via» z'T = «',a, где a — характерный размер

• • • -»‘i — полутолщина пластинки, - =---- характерный малый параметр,
а

■л — а0—боковая поверхность, вблизи которой строится пограничный 
слой. В уравнениях и соотношениях упругости коэффициенты Ляме

1 ,, 1 .1 <>А . 1 дВИ, =. —. il.=—> геодезические кривизны к.=---------- > ks=----------
A fi АВ А В à*

■2 и 3-линий заменим их рядами Тейлора.
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Требуется найти решение системы преобразованных вышеуказанным 
способом уравнений теории упругости, удовлетворяющее условиям

и = г» — «I = О при 7 — — А (С = — 1) (1.2)

и одной из комбинаций следующих условий на верхней плоскости = -\-Ь 
(С = + 1):

1. и — V ~ и՝ = 0, 2. за. = с., -= = 0
з. 3 , = = о, 4. и = х> = = =0 (1-3)

«т Я! П
Решение задачи будем искать в виде разложения [3. 4]

(1.4>
>-0

где О’,—любая из искомых величин, •/-. - —1 для напряжений и х.= 0 
для перемещений, •/.. характеризуют интенсивности напряжений и пе
ремещений.

Подставив (1.4) в .вышеуказанные уравнения, приравняв коэффи
циенты 'При соответствующих степенях Е. после некоторых преобразовании 
получим следующую систему разрешающих уравнений:

д'% _ о(»- 
~ п

и

—֊ = апс<*> 4- а13з^ 4֊ а„о^ 4֊ а14^’> 4֊ аиз<«> 4֊ а«3# 4֊ R»՜''

֊^֊֊ = «п3?? ч- 4- амоС’» 4- амо<’) 4- амз<*> 4- а„з^ (1.5) 

°12г?? 4- 4- «23з"։ 4֊ аа4р|’) 4՜ 4-

ди^ ди՛՝^
На{>~оГ + ~՝Г = а։53“ + аз5°п + + °553“*’) +

■Н 4- М*«- ։'

^«0-^-4֊ ֊^-=/гr։, (1.6)

—Т •։• 4֊ «е3// т а^3՜'*? 4՜ ЙГ՜'

г«_ п
77в(1-—— = а1е3а’?4֊ а2б3^ 4՜ азвз<’) - а4вз<*’ 4- амз^} 4֊ 4֊ /?в?
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г,о Р(8~։> А>(‘ ։> »(*--։> р(?-П рГ»-П илил^ГДС /*а« > **71 > и > > *'՝։ > ИЗВСС1*

ные функции, отличные от нуля лишь при $>1 и имеют вид, ана
логичный [4].

Система уравнений (1.5), (1.6) однородная при 5 = 0 и неоднород
ная при 5 А I, ее решение складывается из общего решения однородной 
и частного решения неоднородной систем. В общем случае анизотропии 
(21 упругая константа) в силу упругих эффектов взаимного влияния си
стемы (1.5). (1.6) не разделяются и они должны быть решены совместно.

Решение однородной системы (1.5). (1.6). удовлетворяющее гранич
ным условиям ( 1.2). (1.3). будем искать в виде

=S бЙ’(՝)ехр(—«>/), / = Т7՜^ (г, А' = a, 7;/, / = 1, 2, 3)
(«v> /*оО

(1.7)
/Л։) = У uj։)(s) exp (—u>/), (/ ֊ a, 2, 7; u(;M) = u<’\ Rew^>0

Подставив (1.7) в (1.5) и (1.6), все искомые величины выразим 
через sg’ и

‘8 = - -֊֊ <#> + <W&> + »£> + М? )
а22 \ «г ш « /

։.|«) =___ I (л J 3*(«)4.yJ 1 б'<*>4 A 6f*>4-/4 1 5,<s> 4-/4 40,։Л
и — I'чп -зз 4՜ л։э эзз > ^13азз > л։в э2з Ч л14эй J 

ш \ м>- а» ш /

»՛” - • ֊ (А А Ф + -4И 4 + Л։в=<.-> + -i.
UI \ Ш" W W /

«■՛■>——I /։„ Л =»(>) + 2-4, А “ä0 + (-4» -I- ЛМ)А ?й.։ + 
ш I <0* u>“ (о

+ Л։։^’+ -4,04Л‘> + (-411 + -4») ֊ ’ä" + -4.1’Й’ | 
о/ ю I

А _ ^2/ ։ Ai/=aj։ = 3, ■։, 5,6)
a.j«

Величины 3g' и -g1 определяются из системы

Лх^+^2< = 0 (1.9)

А12с<4-ь /,ü2og) = о

где Лп, А։ и А22 — дифференциальные операторы

I»=-4, А++<Л“+2Л»> “г -£+2Л» ■»’ 4-+Л«՛”'
d'A d,3 d\- d4
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^12 — Ав°* 4- (А« 4՜ -^5«) 4՜ (Ав 4՜ Л4:,)и»э — Л94<и‘ (1.10)
ск (Г, (к

к.п=А^֊-^ 4- 24^’— 4- Л«и>* 
с/? ск

Необходимо найти решение системы (1.9) при граничных условиях (1.2) 
к (1.3).

Введем функцию напряжении Ф<։> по формулам А? = Дг2Ф{*,։ 4з* = 
— Л։2Ф(", тогда решение системы (1.9) сводится к решению обык

новенного дифференциального уравнения шестого порядка

(/,„£«-Й)Ф<։> = 0 (1.11)

Пусть Фм = £С1йМ. ю) — решение уравнения (1.11). Опреде- 
*—I

лив напряжения и перемещения по формулам (1.8), удовлетворив гранич
ным условиям (1.2) и (1-3), получим однородную систему из шести ал
гебраических уравнений относительно шести неизвестных С1՛. Для суще
ствования нетривиального решения необходимо, чтобы определитель си
стемы Л 0. Полученное трансцендентное уравнение служит для опреде
ления со. Чтобы решение было затухающим по направлении։ /. необходи
мо ограничиваться корнями этого уравнения с Реп» > 0. Определив со, по 
формулам (1.7). (1.8) определятся все искомые напряжения и переме
щения.

2. Для ортотропных пластинок, когда главные направления анизотро
пии совпадают с направлениями координатных липин, система разрешаю
щих уравнений погравслоя распадается на две самостоятельные системы 
(1.5) и (1.6). которым соответствуют плоский и ангинлоскнй погранслои. 
Поскольку = 0? из (1.9) получаем

Ия0՛: ^ = 0 (2.1)

Характеристическими уравнениями дифференциальных операторов (2.1) 
будут соответственно

Апг' + (Л „ 4- 2Л„) г2 4֊ А» = 0. Л,#’ 4֊ Л44 = 0 (2.2)

Для реальных ортотропных материалов корни первого характеристи
ческого уравнения (2.2) могут быть: мнимыми разными, мнимыми крат
ными или комплексно-сопряженными, а корни второго характеристическо
го уравнения— только мнимыми. Решив систему (2.1) и удовлетворив 
граничным условиям при у — ±1 /։ (с= гЬ 1), получим окончательное ре
шение. Приведем это решение плоского и антиплоского погранслоев для 
краевой задачи (2.1), // (±/г) = ։ь(± /։) = а* (±Л) ~ 0, когда корни 
первого характеристического уравнения (2.2) мнимые разные (для реаль
ных ортотропных материалов чаще имеет место этот случай)
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°п> •-- £ X'1 exp (— [G1 («>) (Р։ cos qM cos <?! o£ — P.. cos qyw cos q*«ty —
(<m)

- G? («•) (P։ sin q2<" sin q^'-. Pz sin q^ sin <72«£)]

6«V — ~ S ' exp (— w/) [ G։ (о) (Р։дх cos <z2w sin — 
l")

— P2q cos (■/։<** sin g։wC) 4՜ Gz (<•>) (Pxqt sin q.^o cos

— Pzq2 s i n qx<» cos дм£) ] (2.3)

g??՜ — X /4' exp (— («։) (P^Jcos cos Qf՛՛’ —

P2q- cos 7։и> cos q2 i<) —

G2 (<'•) (^iQ] sin q^> sin qyf. Pr.q ՝, sin q^) sin 72wC)]

4? = — A՝P — exp (■ wt) {G։(«>) [Pi (a12gj — a23) cos q2<u cos — 
IM U22

— ?■: {^v/Г — «2з) cos </j(" cos ?<Х] — G2 (w) [Pj (fljjgf — a23) X

> sin qzw sin q^', — P:(aKq2 — aZi) sin q^t sin дЖ]}

и'՝' - ---■ V exp (■— [G1(<u) (cos g2u> cos q1 «>' —
2 (tj «>

— cos r/fi cos g2i’>’) G\. (<՛•) (sin q^<> sin q^՝>\ — sin Qr‘’> sin

u '} V ' --4Ls>exp(— >"/) |G'։ (<՛>) (QiP? cos q2u> sin <7|0< — 
2^

— q-P? cos q^> sin Q։<uC) L G։ («>) (qtP\ sin cos q^՝>r,

— q2Pz sin q^՝> cos
5h) = 0<*) = UO) = 0;

„ _ Ал-\-2Аи-УР . _ A„+1A„ + VD
4'- 2A, ’ 2.4,,

Л = Лм֊Гё, Л = ЛЯ֊/Д. Р=(Лм+2А։Р֊4Л„Ла>0

G,(<") =-|-(g,?i ֊ ?гРз)sin (<?1 + <7j)

— ~ (<71^։ + Q-2^2) sin (<7i “ ш

(u>) — (<7i^i — 72-₽22) sin (<71 4- <7з) w ’ I

4֊ -y (71 Pi 4֊ q^.P-.) sin (<?! -- 7i)w

где w корень трансцендентного уравнения
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Գ(»>)Գ(») = օ (2.4)

Для антиплоского погранслоя

== Հ’’ = т = «?> = == О

«Й = у В. ехр (- \/ — Л cos -(1 +С) - (2.5)
п—и \ * О44 2 / 2

Решением краевой задачи (2.1), u(—A)=v(—/?) —ս՚(-Л) О, 
3;1 ( 1֊ А) = o?I (-f- А) = ~.է. (-ք- Л) = 0, когда корни первого характери
стического уравнения (2.2) мнимые разные, будет

Հ7 = Տ С.՜1' exp (— v.'f) ; q.,p.. [sin (1 4 Z) q^n — sin 2gj«> cos (1 — Z) 7 .><«>] 
(Ш)

4 71Л [sin (1 4 Z) 72«։— sin 2v2«J cos (1 — C) 7,<"] 4

I՜ 7«Ղ cos272'<>sin (1 — Z) 7։”) — 71P.»cos27։wsin (1 — C) q

3Հ' = S Cl.՝*’ exp ( — <՛•/) {q..P2 [7, COS (1 4 Z) 7?°—72 sin '2q^ sin (1 Z) 72*"]— 
<՛•■)

I 71Л [7--՛ cos G 4՜ c) 7շ«> - 7r sin 272« sin (1 — Հ) 7f>] —

— 7i7->^i cos '^7-w cos (1 — '.) 7։<» — qxq2P2 cos 27tw cos (1 — Z) qy՝\

Հ՝ = S C՝" exp ( u>Z) {q:P217?> sin 27/4 cos (1 — Z) 7...«՛ 
(«•)

— qj sin (1 4 Z) 7xw] 4 qxPr [7} sin 2ց2« cos (1 Z) q^> — 7; sin (1 4 Z) 72ш] —

qAqlP2 cos 27^ sin (1 Z) 7շ«> q\<hP\ cos 27և։<" տւո (1 — Z) q^ J

= 1 S C.V’ exp (— •՛>/)\q2P2[(a137? — aJ3) sin (1 + Z) 7^ — 
«22 ('>)

՜ (Օւշ7շ ՜ a2.i) տտ 27P« cos (I — Z) 7.^1] -J-

7ւ^ւ((<։«7շ-o^sin (1 4 Q 7շ0> — («։շ7յ — «?з)sin 2q2^cas (1 — Z) 7. ՚>|-

7շ^ւ («127? ~ «:з) COS 2<72<‘> sin (1 ֊ Z) 7,01 4֊

■Ն 7ւ^շ(«։շ7շ ~ a23)cos27xwsin (1 ֊ Z) 7ձ4

«(•> = у 1 C(։1 exp (— ՝u/) \qxP\ sin (1 4 Z ) q2w 4 q.P?, sjn ц |. ;) ^,v> x.
M 2«»

4 7։P{ P.. [cos 27Հ.4 sin (1 — Z) q^ — sin 27м՛։ cos (1 — Z) 7յ(օ] 4

4 7շ₽ղ₽2[շօտ Ջցշսւ sin (1 — Z) q^> — sin ‘2(/}<u cos (1 — Z) 72o)]’



и'“ = — V J-C^exp (— «),) lg։g8P։P2[cos(l 4֊ 9 <hw-|-cos(l ֊H)Qa«»] -

- q\[\ sin 2g2u» sin (1 C) q^> — sin 2^^ sin (1 C) q2w —

— qxq*P\ cos 2<72<» cos (1 — ',) qxi*> — qxqt P} cos 2qtw cos (1 — '.) q^to]

«Гг’“’Й’=4'’ = 0 (2.6)

где <o — корень трансцендентного уравнения

cos2(<7! - g2) »•» - cos 2 (qt 4՜ <?•„՝)ф = k<>

k = Д»(/& ֊ O) -1-2(4^ - D}(A„ ֊֊ I ЛА՜)
1 ДЯ(Д|։ - £>) 2 (Ais 4- D) (A„ +VA„A„)

_______  (2 7)
k =____________ 4(^-Д)У Л„ДЦ___________

A^Ab.-D) ■■•2(Als D}(An+\-AnA„)

’I рансцендентные уравнения (2.4) и (2.7) по теореме Пикара имеют 
счетное множество корне։'։, которые могут быть действительными и ком
плексными сопряженными. В (2.3) и (2.6) суммы берутся по всем (О с 
Rew > 0.

Для антнплоского погранслоя получается
_<*)_ я<«>_ -<•>_ Д'). „(•) Д') _ л■’՝.! — °<։'J = - И» Mj — и

5N=£Z)rexp[֊4|/ ^(2п + 1)(
Г.-0 4 у а<4

*(1 4~9(2” 4֊ 1)
4

*(14-9(2^4-1) 
4

(2.8)

„V՛ _ g -Д—д<'>ехР _ 41/՜— (2п ֊1֊ 1) < ] X 
п^о 2п 4՝ 1 4 г а4.։

. *(14-9(2п4_1)
X s։n------------- -------------

4

Заметим, что решение антиплоского погранслоя, соответствующее 
краевым условиям и (т Л) = г» (4- Л) сп(+ = 0» совпадает с реше
нием (2.5), а условиям =.,- (4՜ А) = 4’-։ (4՜ Л) = «’ (4՜ А) == 0 соответствует 
(2.8). Решения же плоского погранслоя записываются аналогичным 
образом, которые не приводим.

В случае мнимых кратных корней характеристического уравнения 
(2.2), которому, в частности, соответствует изотропное тело, решение ан
типлоского погранслоя определяется по формулам (2.5) и (2.8). Решения, 
соответствующие условиям (1.2), (1.3), и (1.2), (1.3). записываются ана
логичным образом, а их характеристическими уравнениями являются 
соответственно
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к

2Л55
3^55 4՜

sin 2go» = QU) (2.9)

cos 4g<o = m1 (4gü>)2 — m2 (2.10)

_ i _ 4-2Ли _ Ам /I55 4֊ (3/4Si 4֊ 8Д։,)-’i де о —---------------» т, —----------------------- » гл-֊ —------------------------- -----
2ЛП 2(34954֊8Д„) • 2Л55(ЗД554-8Д„)

Для изотропного тела

1
«п » «22 = «зз = —’ 

/.֊

«11 = «55 ; ОВ9 = А."= Д55 =
. 2(1 + у) 

л. £. л — Л _ !—’ ^33 L,

А -- , „ = 1 1т. —---------— 1 4 (3 - 4v)2 ’ rn ------ 1-----------
2(3 ֊4'0 2(3-4v)

Решением внутренней задачи является [1]

О
' 

4

II

0
•^ = -1, ч=°

с^=В1։о^1 + Вк։оЙоЬ%  ̂+ а-)(5. Ч- ')

4V = Ви’п" + + Дв’^тО + °?;"' (՝> ՝)

C.V = Дяап0 4՜ 4՜ В654֊0 4՜ °а?։> (4 т|> С)
4?= 4$ (5, ч) + 4?’ («. ч,<). («. ?)

“п = 4'^(5. ч) + 4‘։*’(5, ч, С) (2.11)

4” = С(М$ 4- M*T« + ß^^)+ <Й’(1. Г, ) 4- т„ Q

«И — С (Bfjöjto 4- В4дз?*0 4- B<j4*o) 4՜ 4о (:, т|) 4՜ «?'*’ (;, .)

4” = с(Mft + в,РЙ + вм4'։!>) + 4’ (5, ’,) +«?’’ (4 ч. О
Для каждого ($) величины со звездочкой выражаются через данные 

предыдущих приближений рекуррентными формулами

<։?/■ = [(a22(ifr.— «2б)/?|в-1)4- (а։в«2в — 4-

4- ( а15а55 - а22а18) R3'”] Л

•Й։} -= [(«1в<։м — «i2«ee) Я? + (апам — а։.-,)/?-2։՜” ֊1֊ 

+ (а։։а1С аиа.,в)/?•/ 5)] Д 1

’•J4) = [(«is«»~ «1в«2г) + (а1:а1С> — апа..(1) R՝՝ ։) +

4- (апа >2 — «12) Кз П] Д 1
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.„J ri i , 1 &Й“։> ,
ca., = — I I---------  — ■ _ —--------------------- j~

J i A di В dt) 
0

+ а (о?.՜11 - 4Г") k; J- lak^y''1 d՛., (a, ₽, 5, ч) (2.12)

«;<•>= _ (7-1---- £172 -i--L±!L-+ aki^ + akJJ-'Ad՛:

J \ A dl В df{ /
I)

4 ՝s' = \ ^ai5s« * + Oj53.r'’ 4" flrf 4՜ 4՜ а55зД։) 4՜

о

,.„•(«) 1 du-( r
+ a«°’> ֊֊д d, )d<

U՝'^ — ^Оц’։«1>4՛ e«3/՞1 4՜ Oji3;';1' + <։«3.4"’ 4՜ O4se«V^ 4"

u?” = (’(a,։e) + + »/„■> 4- a..^” 4- a,,«™ + a,^”) Л

0

A ~ a։la2jGfle4՜ 2ttj2o2eOi,5 — ai։a^ а,;иа^>
i я (»-։•)

Л.1 — ^7 t Л к^щ йгз°гт OiJ'-ib aW?4

п(։_1) 1 Oa? , . {։֊!' _’(։) *(s) •(<)
~B ^д՝(\ й23аи Огл3?! Ог։3®՜։

1 л 1) 1 j (»—I)D(s-1) I </1/, 1 dM.s (։—1) , (4-1)
Ri = + -А—дГ-~ак'и- -ak^ -

— a.Ma’l(s> -

Bu = [alf(a|6 — a2CaM) 4- a2i (al2a1>։ — aiea2e) 4֊ a6l (a.,zaltl — ax2aM)] Д

B?։- = [ajXajsa^ аиа2б) 4֊ a2f (af6 — anae6) 4- a6l (a։iaM — a12aw)] Д 1

Вы = [a1։. (aua2j — aiaa2lj) 4՜ a,,. (aua22 — a12alfl) 4֊ a^. (a?2 — auaw)]A՜ ՛

Bki = aikBu 4֊ a.^Bv 4֊ a(}kBlti 4֊ akt, B.k Bti (k, i 3, 4, 5)

(2.11) содержит неизвестные пока функции «У, и%’, з(.‘п, 4’£,.



Они однозначно определяются из условий при у = ± /։. В частности, 
краевым условиям ия.(+/։)==• и՜ (а, р), и.. (± Л)— V7 (а, 8), и. (±/։) — 

= ш (а, р) соответствует

п%> = вма^ + + М5.-«:‘'’(с=-1) + и;1,1

цх? = Вя43 -] В«4?о 4՜ Вя4,о — и/ ‘ (С — — 1) 4֊ и֊ (2-13) 

= вм=Й 4- М3+М3- «?’ (»=-1) + «Гм

э’З - [(В„В35 - В։,В«) и?14- (в։.вя - вм +

4(вд,֊ад.)

43 - [(5»«1։ в«в։։) /.■' 4- (В„В„ - ВМ к!" 4- 
(В^-В^^Д,՜1

43 = [(В«вм - ВМВН) И” 4- (Вз։В5, - В3,ВИ) И“+ 

4-(ВяВ„-ВяВн) |/;‘>] дг1

И’1 (5, 1) = ֊ [«?> (- 1) - и?”(4-1) + «?'•’ - «71’’]. (а, ?. 7)

иг<0) = и /а, и^՝0) = «±/о, и^т—и՛ /а, и;(,։ = иг'։) = и; (*'= О

(« ¥= 0)

△1 — Рд5^«^з 4՜ 'Ь -^33^:1^35 — ^31^15^33 —

В случае условий

н-л(— /г) и՜ (я, Р), н.з(—Л) = V՜ (а, £), н.(—Л) = гр“(а. 3)

«И (4՜ Л) = е՜1 о* (а, Р), Оч (4- Л) = 5՜1 0^ (а, р), 

^т(+Л)=£'1оЙ(а, р)

и меем

<с=։), 
о.4,1” = о+, а7։> = 0, 5^0 (®—а, р, 7) (2֊14)

л п'Л/, «;<о, (/'-о определяются по формуле (2.13).
Поскольку решение внутренней задачи полностью определяется усло

виями на у = ± Л. то условиям на боковой поверхности будет соответство
вать пограничный слой. Следовательно, эти условия могут быть удовле
творены, если использовать произвольные константы решения погранслоя.

Укажем процедуру удовлетворения условиям на боковой поверх
ности я —а0 для случаев 1) »/а= м°, и1։ =и°, ц|=сог', 2) с,я = з՜1^, , 

—1 0—103.3= Е <5«?, Оа1=в бар
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3. Общий интеграл краевой задачи пластины записывается в виде 

//=0Г-Ь<2Гпг։’ + (?ГПА' (3.1)

/\»н. /^ад. пгр. л-՝։лмт. па, _ чгде (2/ , • О/ • соответственно решения внутренней задачи
плоского и аптйплоского погранслоев. Поскольку каждому комплекс
ному корню о) соответствует сопряженный корень, то <2"л'п,р՜ является 
вещественной функцией, содержит две группы вещественных произ
вольных констант (функций от <) £,(՛.), (*1) н записывается в
виде

"гр- = 2 гГ"| £ (£<? (^ Ко О;... (/, С) 4֊ К?> (г.) > 2/, (/, ■) 4- А’?’ ь|

<։’ м (3.2)

где для каждой физической величины (Л ') —функции яри ком
плексных константах х!’.'', , А5' ", М'.", задаваемые формулами (2.3),
(2.6), А/՝ 11 частное решение неоднородной системы (1.5).

0}" "А։ задается по формуле (2.5) или (2.8), содержит одну, при
том вещественную, константу интегрирования В\‘’ или Д?*.

Таким образом, решения плоского и анти-плоского пограничных слоев 
в совокупности содержат три группы независимых констант, составляю
щие счетное множество, достаточное для удовлетворения трем условиям 
на боковой поверхности.

Используя (3.1), (1.4), (2.11), удовлетворив условиям и1=и>, 
и-. — ч^у их = ы<) при я *о, получим

Е|£!’’Ке2„ (0, ՛.) + £Дт2„ (0, ;)] =й‘։|-о<.*>Ьо)-я?՜" (< = 0) 
3 4

(3.3) 
ЦЕ^Ие^ (0, 0 4-ТТ]т2и (О, С)] = и^-и? ) ֊ Я?՜” (( = 0)
<•«> Т X

а также

— 04. у —5Г'։։п ж(1 С)п =3?’- Л„‘՝1)(< = 0) (3-4)
- п-1 п 2

если пограничный слой соответствует условиям

и.( 4 А) ~ Ч; (+ А) = 0, и 1(т֊А)=0 ИЛИ 3;т(-}-/|)=0 (3.5)

и

V֊! 1 г)(«) ■ ’■ (2п ~ 1) (1 । ֊.)  "т/*։ (*) “"՛ 4->"(։~о 1 л п\
— а” X Т—'—51П-------------7------------= и-. ~~Ки (г—и)

хх П_{)2п 4 1 4
(3.6)

когда пограничный слой соответствует условиям

%(-г А) =-,т(4-А)=0; оп(4-А) = 0 или ^(4-Л) =0 (3.7)
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При этом //? =и", и'?* = т>°, = «А и У = н,‘։> = г/‘ ։ '' = 0 при $^>0.
Если при а = я0 заданы значения напряжений: а.14 = г" 1 =

-1 о
з-л=е з3., получается

Х[£!>4)Ке25 (0, :)4-/Г.)т<’а (0, ;)]= £’- в"(*о)֊Я?"П (/=0)
(ш) Ы •ТО «2

(3.8) 
2|£?)ке‘2; (0, ’) + £‘։>]т<Л (0, С)] ֊7? ֊ =??’" (’о)֊ А’? П(/-0> 

<■») “7 *7 -»7

а также

1 / у #,*> = с(Л?- <# “ (а,) -Я?’-1» (/ 0) (3.9)
> ам “։ 2

или

- 1/ ֊֊ х Й.” *։■> Л(2п + 1)(Г+О - ЭД1- ЭД М - С՜’1 0=0) 

(3.10)

соответствующие (3.5) и (3.7). Выше принято с-.?— г''?— з','7 ,
7?= З?з, 7?= 0, 5 >0.

Из (3-4). (3.6), (3.9). (3.10) методом Фурье сразу определяются
коэффициенты Вп''. £>?'. Например, используя (3.4), имеем

I
в՞՝-м« = 0)]«п”<1+С)и < 

4а.«л J 1 2
-1

а из (3.6) вытекает

I
/ЭД = 112"±1)- Г _£•<■֊ " (, = о)] ։։п -(1 +?В2п+1> л

16 ап J 15 4— I

Коэффициенты решения плоского пограничного слоя А,.. , £>. опре՜ 
деляются из условий (3.3) и (3.8). Их можно определить лишь приближен
но, но с достаточной точностью. Для этого удобно использовать такие ме
тоды, как метод граничной коллокации, наименьших квадратов, разложе
ния функций з обеих частях (3.3) и (3.8) по некоторой ортонормальной 
системе с последующим сведением к решению бесконечной системы ал
гебраических уравнений и др.

Определив величины пограничного слоя и используя решение (2.11) — 
(2.14) внутренней задачи, тем самым будем иметь полное решение сфор
мулированных краевых задач.

В заключение отметим, что асимптотический метод и найденная асимп
тотика решения внутренней задачи и пограничных слоев могут быть при-
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менены для решения смешанных краевых задач слоистых пластин и обо
лочек, в частности, для расчета слоистых упругих основании и фундамен
тов конечной мощности. Используя найденные решения смешанных задач, 
.можно решать контактные задачи пластин и оболочек.

Автор выражает благодарность Л. А. Агаловяну за советы и внима
ние к работе.

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՍԱԼԵՐԻ ԵԶՐԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԻ ԴԱՍԻ ՀԱՄԱՐ ՍԱՀՄԱՆԱՅԻՆ 
ՇԵՐՏԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿԱՆ

1Ւ. Ս. ԴևՎՈՐԴՅԱՆ

Ա մ փ ո փ 11 է մ

Դիտարկվում է անիզոտրոպ սահմանա յին շերտի խնդիրր, երր
սալի վերին ե ներքին նիստերի վրա տրված են տեղափոխումները կամ աոաձ- 
ղս֊կ անուիւ յան աեսուվք յան խաոը եզրային խնդրի պայմանները։

Արտածված են լարումների և տեղափոխումների բանաձևերը օրիհւտրոպ 
է>՝պերի հարթ և հակահւսրքք սահմանային շերտերի համար։ Օգտագործելով 
համապատասխան ներքին խնդրի չուծումր h ըավարարելով կողմնային մա
կերևույթի վրա դրված պայմաններին կարվում են սահմանային շերտի ու 
ներ օին խնդրի լւ>ւծու մներր ր

ASYMPTOTICS OF BOUNDARY LAYER FOR ONE CLASS OF 
BOUNDARY PROBLEMS OF ANIZOTROPIC PLATES

R. S. GEVORGIAH

S u m tn а г у

The boundary layer of anisotropic plates is investigated, when on 
plate facial planes the displacements or mixed boundary conditions of 
elasticity theory are given. The formulas for the stresses and (displa
cements for both plane and antiplane boundary layers of orthotropic 
plates are deduced.

Jointing the boundary layer with the solution of the interior pro
blem, the asymptotic solution of the corresponding three-dimensional 
problem is constructed.
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