
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ Դ1»ՏՈԻԹՅՈ!*ՆՆԿՐԻ ԱԿԱԴՍՍ՜ԻԱՅԻ ՏԵՈԿԱԴԻՐ
И 3 В Е С Т И я Л К А Д Е М И И НАУК А Р М Я Н С К О И С С Р

ՍՆխսւսխ|սւ XXXVII. № 5, 1984 Механика

О НАРАЩИВАНИИ ВЯЗКОУПРУГОГО ПОЛОГО ЦИЛИНДРА. 
ПОДВЕРЖЕННОГО СТАРЕНИЮ

МЕТЛОВ В. В.. НИКИТИН А. В.

Приводится постановка и решение задачи о наращивании вязкоупру­
гого полого цилиндра, находящегося а условиях неоднородного старения 
) 2. 31 и подверженного действию переменного во времени внутреннего дав­
ления. Определение напряженного состояния сведено к нахождению одной 
функции времени из интегрального уравнения Вольтерра. Для ряда ха­
рактерных ситуаций приведены результаты численных расчетов.

Пусть в момент времени ք — 0 изготавливается полый цилиндр вну­
треннего радиуса о и внешнего Ь„ (փոր. I). Одновременно изнутри к ци-

л и н д р у п ри кла д ы в а и тся равно ме р н о 
распределенная радиальная нагруз­
ка величины ра. Далее, начиная с 
момента времени / = О, происходит 
непрерывное наращивание цилин­
дра так, что его внешний радиус 
возрастает по заданному закону 
6(0, 6(0) = 6П. При. этом давление 
внутри цилиндра изменяется ио за­
кону р(0, р(О)=Ло- В момент време­
ни Т внешний радиус цилиндра до­
стигает значения и процесс нара­
щивания прекращается, то есть да­
лее внешний радиус цилиндра оста­
ется неизменным 6(0= 6։ при /> 7'.

Относительно функции р (О предположим, что она кусочно-непрерыв­
на при I 0. Функция 6 (/) кусочно-зепрсрывяо-дифференцируе.ма при 
/ >0.

Определим напряженно-деформированное состояние в цилиндре для 
всех ? 0. Для этого рассмотрим плоскую деформацию цилиндра, то есть 
положим и. — 0. где ось г направлена вдоль оси цилиндра, а символом 
и, обозначено перемещение точек цилиндра вдоль осн г.

Примем также условие несжимаемости цилиндра, которое ввиду того, 
что е_ — 0. запишем в виде

(1.1)

Здесь г, 6 — полярные координаты в плоскости поперечного сечения 
цилиндра, а £.(/, г), ге(/, г) — компоненты деформаций.
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Запишем остальные уравнения задачи [1]: 
уравнение равновесия

<4 _ Зг
Ог ~ г (1.2)

соотношения Коши для скоростей деформаций и скорости радиально­
го перемещения иг(/, /•)

’57’ (1.3)

где точкой обозначена частная производная по времени, то есть

г)
(П (/I

Для формулировки уравнения состояния введем функцию рав­
ную моменту зарождения цилиндрического слоя радиуса г, совпадающему 
с моментом его стыковки.

Очевидно, что при и Ь„ функция Т* тождественно равна ну­
лю. При увеличении радиуса от Ь, до д| г" возрастает от нуля до 7 и яв­
ляется обратной функцией к функции Ь (/). то есть

г֊6(^(г)), 60<г<61 (1.4)

Введем также определяемую из эксперимента функцию и (?, т). харак­
теризующую закон изменения касательного напряжения во времени ! в 
однородном вязкоупругом стареющем теле ври чистом сдвиге от воздей­
ствия единичной деформации, приложенной к нему в возрасте т. Как из­
вестно, р (/, т) можно представить в форме 14]

МЛ ’) = б’(:) -(?(/, Т),
О <<?(/, Ч<С(Ч, 00,-.)=0 (1-5)

где 6 (т) — упругомтновеннын модуль сдвига, ф (?, т) — мера релаксации 
касательных напряжений.

Уравнение состояния запишем к форме интеграла Стильтьеса

Зг(6 г) — М*» ') = 

/
= 2 М/--*(г)^-т*(г))</(«г(-. г)-зе(7, г)) (1.6)

Отмстим, что уравнение состояния в форме (1.6) эквивалентно при­
нятому в линейной теории ползучести неоднородно-стареющнх тел [2]. 
Действительно, преобразуя (1.6) с помощью формулы интегрирования по 
частям с учетом ( 1.5) и условия гт(**(г)> г) = 0, ; = г, г), получим
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г) = 2С(/-т*(г))(тг(С г) Г))

I
- Г /г (*֊-*(»•). ’֊’*(# (в, г)- г, г)) </֊

Н({, ,) = 2^1 
д՜.

Соотношения (1.1)—(1.3). (1.6) образуют лолную систему уравнений 
задачи.

Продифференцировав по I условие несжимаемости ( 1.1), получим

<4% = 0 (1.7)

Подставив (1.3) в (1.7), лридем к соотношению

ди и.
—= 0 (1.8>
дг г

Отсюда найдем скорость перемещения

«,(6'-)=— (։-9>
Г

где с (/) — некоторая функция, подлежащая определению.
Подставив (1.9) в (1.3), найдем скорости деформаций

ео('> г) = г) = с (01г9 (1.10)

Заметим, что уравнение состояния (1.6) предусматривает упруго­
мгновенную реакцию при мгновенном приложении нагрузки. Следователь­
но. 8 момент времени / = 0 при мгновенном приложении внутреннего дав­
ления происходит упругомгновенное деформирование цилиндра. Анало­
гичным образом, при мгновенном изменении величины давления р (/) бу­
дет происходить мгновенное изменение перемещений, деформации и напря­
жений. Обозначим символом 5’ множество точек разрыва функции /)(։)- 
включая точку / = 0, и условимся считать все величины непрерывными 
слева функциями временного аргумента, а правосторонний предел какой- 
либо функции / в точке ! обозначим символом / - ) — Нт /("•). так 

г-/-Г
что, например, имеем р (0) — 0, р (0 Величину разрыва про­
извольной функции /(/) в точке I £ 5 обозначим символом Д/(0. то 
есть Д/(0 =/(<+)—/(/)•

Очевидно, при 1^8 соотношения Коши (1.3) должны быть выпол­
нены для приращений деформаций №.(6 г), г) и приращения 
перемещения ^иг(1, г). Этому требованию мы удовлетворим, понимая 
дифференцирование по времени в (1.3) и далее в обобщенном смысле 
[5]. Тогда скорости деформации и перемещения будут содержать сингу­
лярные слагаемые вида
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р:г(:, г)о(/֊:), £^(:, г)Ч/-О, -)
<&*■ -.е5 ֊.е$

<"ДП 6 (О дельта-функция Дирака. Из условия равенства сингулярных 
составляющих в правых и левых частях соотношений (1.3) получим тре­
буем ые с оотношения

г) =
д&иг (т. /•)

аг г)= -•€5
Ди.(-, г)

Принимая, что наращивание происходит без какого-либо предвари­
тельного натяга элементов, запишем условие равенства нулю перемещения 
и компонент деформаций и напряжений в элементе наращиваемого цилинд­
ра в, момент его зарождения

мг(?*(г), г) =0, (г), г) =0, з.(-.-=(г), г)«о, 7 = г, б (1.11)

Поскольку движущаяся граница I ( ) ֊ (г = Ь (։)} наращиваемого ци­
линдра является линией уровня {т'(г) = /} функции т ' (г), то из (1.1'1) 
вытекает

=г(6 6(О) = 0. О^КТ (1.12)

Наконец, при г = и и I > Т имеем обычные граничные условия

\(1, а)- -рЩ, ог(/, 6։) =0, #> Т (1.13)

Интегрируя (1.9) и (1.10) по времени с учётом начального условия 
( I. I I), найдем перемещение и компоненты деформаций

«г0» г) - А г0(/, г) = —зг (/, г) — А (/) >", а -< г < 60
(1.14) 

иг - (А (0 - А (-* (г)));г, з, — £г = (А (0 - А (г))) Л 60 < г < 6(0

г
А (0 ~ (:)</: (1.15)

О

Подчеркнем, что отрезок интегрирования в (1.15) включает точку т = 0. 
Следовательно, если сингулярная составляющая функции с (>') в нуле есть 
с,, 6(0, то А (0 4֊) = С{,.

Выразим компоненты напряжений через функцию (/). С этой целью 
рассмотрим отдельно две области.

а) Область а г 6„.
Интегрируя ( 1.2) в пределах от а до г с учетом ( 1.13). получим

, Г б®(0 ?) — 3, (с р)
сг(С — р(0 4՜ |(1.16)

Подставляя выражения для деформаций (1.14) и (1.6), будем иметь
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МЛ r)-,r(t, r)=-2j«(/, (1.17)

0
Подставляя (1.17) в (1.16). получим 

t <
■r (J, r) = - p(l)+ J !*(/, -)dA (֊), a<r <60 (1.18)

U U

6) Область bu C r b (Г).
Интегрируя (1.2) в пределах от г до b (i) с учетом (1.12), (1.13). будем 
иметь

Подставляя выражения для компонент деформаций (1.14) в (1.6), получим 

г
г) = 2^ И«--*(<•), (1.20)

Подставляя (1.20) н (1.19). будем иметь
Их) /

=. ('. '■)- -]' V [ I* (' -(>)>• - •’ <₽)> < •) (1-2։)

' ' -Л(р>

Сделаем в (1.21) замену переменной ь — Ь($), ($ ■$(?)). Имеем
г . <

\ Г 46 (з) |’ . , . . .=г ('» '■) = ֊ -—— ? (/ -5. ' ֊֊ з) а А (-.)
Л И$) .) 
՝•<«■) *

Заменяя в последнем соотношении порядок интегрирования, получим

\ г) ֊֊ — | </.4(") I ;֊ -“Р(/ - 5, =
Л J ^(3)
-•(б -V)

» Ь(’)

60<г.^(/) (1.22) 
«7 1/ /

--•(г) г
Таким образом, радиальная компонента напряжения определяется 

соотношениями (1.18) и (1.22).
Уравнение для нахождения функции А (!) получим из условия непре­

рывности напряжения з,(^, г) на границе раздела двух областей, то есть 
при г — Ь„. Подставив в (1.18) и ( 1.22) значение г = !)„ н приравнивая за­
тем правые части (1.18) и ( 1.22), будем иметь
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МЛ -)г/Д (х) = р(/)
п

Н’>

м’ р’
а

(1. 23

Используя формулу интегрирования по частям, запишем окончательна 
интегральное уравнение Вольтерра для определения функции А (!)

и.«, /)Л(0- Д(0'Ч֊ = р(/) (1.24)

о

После нахождения функции А (О из уравнения (1.24) поле перемеще­
ний. деформаций в напряжений определяется из соотношений (1.14), 
(1.17). (1.18), (1.20), (1.22).

Определяемую экспериментальным путем функцию р (/. г) наиболее 
удобно аппроксимировать простейшим аналитическим выражением, учиты­
вающим старение, вида

р (/. -) = С(т) - ? (т) (I - ехр (֊ 1 (/ - -))) (1.25)

Здесь 1^>0 постоянная времени релаксации, а функция старения 

<?(') удовлетворяет условиям ---- <^0, 0-< ? (~) < 6’('I.
</*

Подставляя (1.25) н (1.23), найдем, что

Р,(/, -)= С։(՜)֊ ?։(-) (1 —ехр(— 7 (I -•:)))
Ыь (1.26)

6-.0) = 4 [ С(։֊:‘(,))Л ?1(т) = 4 А.

и а
Таким образом, ядро уравнения (1.24) будет вырожденным и, сводя его 

к дифференциальному уравнению посредством двукратного дифференциро­
вания и исключения интегральных членов, решение уравнения (1.24) мож­
но получить в форме

I 14 (Л ’)<<Р(‘) = !*:
.1 0‘.

о

мл СП-.)՜1 1-
((1 (а)) </п
;-------------------------------- 4г

(г)

( ехр

Чт ленный пример. Для расчетов упругомгновениый модуль сдвига 
О примем постоянным, а функцию р (Л г) возьмем в форме

!1(Л -) = С|1 — (Со— Двехр(—?»))(!- ехр(—7 (/ —7)))| (1.27)
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Параметры С.,. А., (5, у выбирались из условия аппроксимации кривых пол­
зучести. полученных в работе [6]. [7]. аналитическим выражением, соот­
ветствующим соотношению (1.27). Для них получено

Со = 0,05; Ап — 0,45; р = 0,008 сут՜։; у — 0,1 сут 1
Примем следующий закон наращивания:

—- = 4г-а('Л7՜)- ։>° <1-28>
О* (О ОО

где / \1 означаем минимум из двух чисел / и 7՝. Т момент окончания на­
ращивания. Принятие закона наращивания в форме (1.28) ввиду (1.27) 
позволяет выразить <|, и О', н ( 1.26) через элементарные функции. Закон 
наращивания ( 1.28) полностью определяется заданием трех величин 
продолжительности наращивания Т, а также начального и конечного ра­
диусов Ь и Ь, -■ Ь (7 ’). При расчетах величины и /?, фиксированы и рав­
ны Ьп = 2а, Ь] — За. где а - внутренний радиус цилиндра.

Примем следующий закон нагружения: в процессе наращивания внут­
реннее давление поддерживается постоянным (О = Ро -при 0 < ' Г. а 
в момент окончания наращивания 7’ нагрузка полностью снимается, то есть 
Р (') =0 при ! > Т.

Имея в виду проблему прочности, заметим, что в рассматриваемой за-

даче максимальное касательное напряжение равно з 11оэтому

на фит. 2 изображены кривые величины (^ ~ 3/)/2р9 в зависимости от 
времени I для нескольких точек цилиндра при Т = 50 сут. Кривые I и 2

Фиг. 2.

лением /?0. Действительно,
/ = 01, получим

соответствуют точкам г — а и г = 
= 6<, — 0 исходного цилиндра. Кри­
вые 3, 4, 5, 6 соответствуют на­
ращиваемым элементам, зарожден­
ным в моменты времени рав­
ные соответственно нулю, 775, 3 7/5 
и Г. Соответствующие значения 
радиуса равны hQ 0, 2.12а, -2.45а 
и б։ = За.

Рассмотрим вначале процесс 
наращивания цилиндра при постоян­
ном внутреннем давлении р,., I֊% 7'. 
В момент времени t — 0 происхо­
дит упругомгновенноё деформиро­
вание исходного цилиндра а-Сг ; 
Возникающее напряженное состоя­
ние в нем в силу его однородно­
сти совпадает с .решением задачи 
теории упругости для цилиндра, 
находящегося под внутренним дав-

положив в (1.23), (1.24), (1.17), (1.18)
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. /а \ а' г՝՜— Ь1 _ /л , к а՜ гг+ Й 
г(о+, г) = д0-~2 —  —. =ч(О-Н :—

де—а՜ г~ Ьч — а г՝

Начиная с момента / = 0 элементы исходного цилиндра вследствие пол­
зучести перемещаются в радиальном направлении. Возникающее при этом 
взаимодействие исходного цилиндра с наращиваемыми слоями эквива­
лентно приложению к нему некоторого нарастающего со временем наруж­
ного давления. Следовательно, в исходном цилиндре сжимающие напряже­
ния | ?г 1 будут расти, а растягивающие будут убывать со временем. 
При этом несмотря на значительное изменение напряжении и з,

(порядка 30%) максимальное касательное напряжение, равное —( з,(
**

— | зг'), в исходном цилиндре изменяется незначительно. Как видно из 
фиг. 2 (кривые 1 и 2), в исходном цилиндре происходит лишь небольшая 
разгрузка. В наращиваемых элементах как сжимающее |зг|( так и растя­
гивающее напряжение -я с течением времени увеличиваются.

Величина загружения зарождающихся элементов (кривые 3. 4. 5 на 
фиг. 2) определяется интенсивностью процесса ползучести в исходном ци­
линдре и в ранее зарожденных элементах. Скорость процесса ползучести 
исходного цилиндра затухает, вследствие чего напряжения стабилизиру­
ются, и при увеличении времени наращивания 7 элементы, зарожденные 
в конце процесса наращивания, загружаются незначительно.

При снятии внешней нагрузки в момент Г, как видим на фиг. 2. в ци­
линдре остаются значительные остаточные напряжения. На фиг. 3 приве-
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день։ эпюры величины максимального касательного напряжения для мо­
мента 7 (перед снятием внешней нагрузки) и момента 7Հ = 2.57' при двух 
значениях параметра Т, равных 10 и 50 суткам. Отсюда видим, что ско­
рость промесса наращивания оказывает весьма существенное влияние на 
распределение напряжений как в копне процесса наращивания, так и после 
снятия внешней нагрузки.

В заключение авторы благодарят Н. X. Арутюняна за постановку 
задачи и внимание к работе.
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«I.. '1.. irbSIM, Ա. '1.. Ն1’«։։՝Տ1'Ն

Ս. մ փ ո փ ո ւ մ

ներված է անհամասհո ծերացող ցրսնի աճեցման համար սսցրի տեսու­
թյան խնդրի դրվածքը ե /п/ծումր; Լարվածային- ցևֆորմտցիոն վիճակի 
ցանման խնդիրը րերվել Լ ինտեցրալ Հավասարումից մամ տնակից կախված 
որո՛շակի ֆունկցիա յի դտնելունէ Ներկայացված են թվային հաշվարկի ար- 
ցյոէնրներր ՚

ON THE GROWING OF VISCOELASTIC 
CYLINDER SUBJECT TO AGEING

V. V. METLOV, A. V. NIKITIN

S n ո։ tn а г у

The formulation and solving of the creep problem for inhomoge­
neously ageing cylinder which is growing are presented. The stress-and- 
strain problem is reduced to the determination of a certain function of 
time from the integral equation. The results of numerical calculations 
are presented.
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