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БАГДАСАРЯН Г. Е.. САНОЯН А. А.

В работах [1. 2] на основе гипотезы .магнитоупругости тонких тел по­
лучены двумерные уравнения возмущенного состояния проводящих пла­
стин и оболочек в стационарном магнитном поле. В эти уравнения входят 
неизвестные граничные значения тангенциальных компонент индуциро­
ванного магнитного поля на поверхностях пластинки (оболочки), поэтому 
полученные уравнения необходимо рассматривать совместно с трехмерны­
ми уравнениями электродинамики для среды, окружающей оболочку. при 
общих граничных условиях на поверхности раздела двух сред. Вследствие 
этого задача магиитоуиругости в общем случае остается трехмерной. В ра­
ботах [3. 4, 5|, исходя из основных положений гипотезы магнито) друг сети 
тонких тел, трехмерная задача магиитоунругости тонких пластин сведена 
к двумерной.

В настоящей работе при помощи гипотезы ма: нитоупругостн тонких 
тел, аналогично работе [5]. определены указанные граничные значения 
тангенциальных компонент индуцированного магнитного коля и на основе 
этого получена замкнутая двумерная система уравнении магнятоупругости 
гонких цилиндрических оболочек с соответствующими граничными усло­
виями.

1. Пусть изотропная замкнутая круговая цилиндрическая оболочка 
постоянной толщины 2Л, длины 21 и радиуса срединной поверхности R, из­
готовленная из материала с конечной электропроводностью, находится р. 
стационарном магнитном иоле с заданным вектором напряженности маг­

нитного поля Нв.
Упругие и электромагнитные свойства материала оболочки характери­

зуются модулем упругости Е, коэффициентом Пуассона V, плотностью р, 
электропроводностью а.

Введем цилиндрическую систему координат х. г, 0, совместив полир- 
аую ось х с осью оболочки.

Принимаются следующие предположения:
а) магнитные и диэлектрические проницаемости материала оболочки 

н окружающей среды считаются равными единице;
6) для среды, окружающей оболочку, считаются справедливыми урав­

нения Максвелла для вакуума;
в) влияние токов смещения на характеристики упругих колебаний 

оболочки пренебрегается;
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г) упругие перемещения и электромагнитные возмущения настолько 
малы, что можно пользоваться линейными уравнениями магпитоупругости.

В силу принятых предположений для рассматриваемой задачи магни- 
тоупругих колебаний цилиндрической оболочки имеем следующие исход­
ные уравнения [6]:

уравнения магнитоупругости в области, занимаемой оболочкой—

(Я-А<г<Я4֊Л, 0<б<2г)

го1 Л = е -г — - ~ X Но 
с с

7 л . ’ 1 дАак Л = О, г<й е =------------
с 01

а.V : I — (е -4- — -- нЛ X Но — ? -- 
с \ с 01 / о(~

(1.1)

(1.2)Е з -- ------------
2(1+7) Т±^(сПу «И

уравнения электродинамики для вакуума в области вне тела обо­
лочки —

го։ Л — 0, сПу К = О

.՛■ 1 М 1- - пго1 е —------ — > а։у е = О
с д1

(1.3)

В приведенных выше уравнениях н(м.г, и,, «,) —вектор перемеще­

ния частиц оболочки, е(ед, чг, ) и /«(/«*, Лг, /<• )—соответственно
векторы напряженностей индуцированного электрического и магнит- 

ного полей, о тензор упругих напряжений, Е—единичный тензор, 

V — набла-опсратор Гамильтона, (?«)*■ - транспонированный тензор

с —■ скорость света в пустоте, / — время.
Решения уравнений (1.1)—(1.3) должны удовлетворять условиям не­

прерывности соответствующих компонент электромагнитного поля на ко­
леблющейся поверхности оболочки, условиям затухания электромагнит­
ных возмущений на бесконечности, а также условиям закрепления торцов 
оболочки.

2. Для приведения трехмерной задачи магнитоупругости к двумерной 
принимается гипотеза магнитоупругостн тонких тел [2], согласно которой

дю
их =и-Ч —• 

дх
«г, ֊» ", го (х, 0, 0 (2.1)

К 0^
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ел=ф(х, о, /), ее^։Ь(х, В, /), ЬГ=-/{Х, 6, ,) (2.2>

Здесь и (х, 0. /), г՛ (х, О, 1). эу (х, О, О — искомые тангенциальные и 
нормальное перемещения точек срединной поверхности оболочки; ц. ф 
искомые тангенциальные компоненты индуцированного в оболочке электри­
ческого поля; / искомая нормальная компонента индуцированного в обо­
лочке магнитного поля; у = г — R.

В соотношениях (2.1), (2.2) точка (х, г, 0) изменяется в пределах за­
нимаемой оболочкой области

(20:-/<х</, 0<0<2к, |у|<Л)

Система двумерных уравнений, полученная на основе соотношений 
(2.1), (2.2) для определения искомых функций в области приведена б 
[2, 6]. В эти уравнения входят неизвестные граничные значения танген­
циальных компонент индуцированного электромагнитного поля на поверх­
ностях оболочки, поэтому возникает необходимость совместного решения 
полученных уравнений с трехмерными уравнениями электродинамики для 
среды, окружающей оболочку, при общих граничных условиях на поверх­
ности раздела двух сред. Вследствие этого задача магнктоупругости в об­
щем случае остается пространственной. Для сведения указанной трехмер­
ной задачи магнитоупругости цилиндрических оболочек к двумерной, ана­
логично работе [5], будем принимать, что соотношения (2.2) имеют место 
во всем цилиндрическом слое & (&: 7 | <^ Л, — л֊ С 00» 06 ■<. 2“), 
то есть вместо (2.1), (2.2) будем принимать следующие соотношения:

и. — и — Ч иг = а» (х, 9, /)
0х

при (г, 6, х) £ 20
7 О։и

ел= (х, /), е6 = } (х, 9, /)
при (г, 9, 

Л, =/(х, 9, /)

Для остальных компонент /л, Ле индуцированного в цилиндриче­
ском слое Я магнитного поля из уравнений (1.1) и (1.3) путем инте­
грирования по у в пределах от пуля до 7 с учетом (2.3) и условии 
непрерывности Л, и Л? на поверхностях 7 = - К получим

где
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при I X [ -< / 
при |х;>/

А = О, 1, 2)

Индексами плюс и минус отмечены значения соответствующих вели­
чин при у = к. и у = — /։.

При получении (2.4) и (2.5) было учтено условие равенства нулю 
нормальной составляющей плотности тока проводимости на поверхностях 
у = ± /г (так как оболочка находится в вакууме).

При выполнении указанной выше операции относительно уравнении 
(1.1) и (1.3). кроме выражении (2.4), получаются также следующие диф­
ференциальные уравнения относительно искомых функций г/. V. к՛. (р, ф,/.

1 <*? . (Н 1 д/ _ 0
R (Я дх с д1

О/ 4՜? , __ I / , да . ды _ д-՞^ \ I /С — А.
дх с / 2кс\'О дк л1) 01 4 ОхО1 / I 2/1

I д/ 4-е I 1 Л Ото ду Ь,\ д*ш \ Кч —ЛГ
R > ' с Р г 2Лс V*0 г')~оГ г R Ж՜/]“ 2А

А

Ь.к = ух7/ох/у (/ = х, г, С; к = 0, 1, 2)
-л

Подставляя (2.3) и (2.4) в уравнения движения оболочки (1.2) п 
передняя полученные при этом уравнения по толщине оболочки, помимо 
(2.5), получим также следующую систему дифференциальных уравнений 
относительно указанных искомых функций [2, 6]:

д^и 1 — у д՝и , 1 4- у д-у , у ды 
ох- 2К՛ дг)г ' 2Е дхМ R дх

р(1—у2) д՛и
Е дГ-

1 ”՜^ •' [ 1 ■ ■ д М & । д (ду __ 1 ди ՝) ,
2ЕА с [ °91 ՛. R ОЬ 1 дх / с д{ \дх R дЧ ,1 *'

II — (Сдги \ _ дга 1 / ^-,(0) ди ду \ 1
с 01Д м дх R оь)~ 'с ~дГ 1 Т \ *8 ~д1

1 дл-у 1 - чд-у 1 4- у д֊и , 1 дт _ р (1 — у") д2у (2,6)
R֊ об- 2 дх- 2/? дхдЬ Т /?’ д^ Е дС- 'Ь

1— , г , / д^_ 1 _д_ ( 1 <9а ду \
2Еп с ''' " \ дх R дг) ! с 01 \ R ОЬ их / 1

. 1 д / С^ ди> к 1 (ду _ ,.(°) ди ՝| I
с и[ \ R сЮ дх / '■ с՜ д( ' с \ ■" д1 о; ? |
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д\и 2 д*ы
дх* Г R֊ дх-д&

, _3 
R* д& " /г

•1՛ 1 ду . •» ди '՛
R- R֊ дЬ ' R дх /

4-2'/Л^ = Р4֊—
д{- с |\ дх ) [R дЬ <Р 4-

/ 1 ±1 
' R оЬ

<*Р\ . / 6x2 О ь д \ / д? 1 \ 
дх / [ R дЬ дх/[дх ' R՝d^)

. 1 | _(0) _

с \ *г <» 4-
1 дГ^\ ди I (0) 
R дЬ ) д/ + Г* "

дГ1У 1 дГ(" \
дх R дЬ I

ду 
дt

(0) . (О/ _ 1 дсг\ \ ди' |
хх 1 с" дх R дЬ~) д1 ]

1 Нрб^ 1 ос“,\<?ц.
с 01 \ дх R дЬ ) Ох

(дв\У дв% 1 1 ду, , дп̂  _
\ дх дб R) R оЬ 1 дх֊ +

Ц) (1)
^2 ()Ь2 к е)хде Н֊

гО) 1 1 \ди 1 „(1) ди , Л'л’ ду
4 г дх՜ ~ R М )дЬ R ' дх ' R дЬ

га} дд'Х 1 0</{гГ} \ду о'и
чх ' ох R дЬ )дх R՝ дб- 1

</,Г д2и д՝г\у д':у ՛
1 R охдЬ дх՝ ~ R 7^9 I

В (2.6) приняты следующие обозначения:

л
<>) Iс,у = ( 1

-л
А

-А

г ֊ Н0« -Г Н (И Н о, — Н 0,-С/ =---------- 2------------с‘- —2—

/“՛•*) _  0//^ _Н ։) АЛ՝՜!Сгг 'а1}~ с,) — п^1 Ь/к
р(Л) _ {к) . (кR . г +* О — с1/ I Огг ^/у Ь;к'֊-՜ I

; = г, 6, Х; А’ = 0, 1)
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Таким образом, задача магнитоупругих колебаний электропроводя­
щей изотропной замкнутой цилиндрической оболочки во внешнем стацио­
нарном магнитном поле сводится к совместному решению двумерных диф­
ференциальных уравнений (2.5) и (2.6) в области £2 и уравнений электро­
динамики ( 1.3) в областях г > R 4֊ Л я 0 < г < R — II. Граничяымн 
условиями задачи, кроме обычных условий закрепления оболочки и усло­
вий непрерывности величин гх, е{ и Л, па поверхностях у — ± /1, будут 
также условия затухания возмущений на бесконечности п области у > /•’ 
и условия ограниченности возмущений в области у < — Л.

3. Для полного определения перемещений точек оболочки в области 
и индуцированного электромагнитного поля во всем пространстве, как 

видно из (2.5) и (2.6), необходимо иметь значения компонент Ьг и Л» 
индуцированного магнитного поля на поверхностях у = ± Л. Их опреде­
ляем. решая уравнения

-<<■) -(•} 
А -= 0, го1 А = О (3.1)

в областях |у| 3> Л яри следующих граничных условиях:

= /(*, б, /) (3.2)

где индекс «е» означает принадлежность к области |у. > А. причем 
е = 1 относится к области у > /։, а е = 2— к области у < — А.

Введением потенциальных функций Ф(е> посредством

А'г> = £гаЗ Ф<г' (3.3)

определение Л<И в силу (3.1), (3.2) приводится к решению следующих за­
дач Неймана в областях |у| > А:

ДФИ = О

<?Ф(б>
=/(*, б, о 

л
Представляя любую из искомых функций в виде

ОО
<2 = 2 

л—О

(3.4)

(3.5)
СО 5 л б

Я»П Л®

и применяя интегральное преобразование Фурье по л, с учетом условий 
на бесконечности, задачи (3.4) сводятся к следующим задачам:

(3.6)

(3.7)

где

2 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 5
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ОО

Ф;.е) (х. г, I) exp (Zax) dx

ОО
7« («> 0 = j Л (х, I) ехр (/ал ) dx 

— ОО

Общее решение уравнений (3.6) имеет вид

Ф1" = А^К„ (111 г) + В^/„ (|»I г) (3.8)

где 1 . Л\ — функции Бесселя чисто мнимого аргумента порядка ч.
Имея в виду, что функция 1п растет неограниченно при г — ос, а 

функция К„ имеет особенность п начале координат, следует положить 
= 0. Удовлетворяя граничным условиям (3.7), определяем 

остальные постоянные интегрирования и. следовательно, изображения 
Ф«’. Путем применения обратного преобразования Фурье для ориги­
налов 4-л' найдем следующие выражения:

со со

Ф<” = -И /„ (s, t) ds d2
* J J Kn (<zA?) «

— oo l!

ЭС co

*!?> = ± Г /. (S, t) ds rf3
’J J /-(«/?)

— co о

(3.9)

Подставляя найденные выражения Ф՛/' в (3.3) и переходя к пределу, 
для интересующих нас комбинаций граничных значений тангенциальных 
компонент индуцированного магнитного поля получим 

со
/) l'sin g (s —*)<fr

. *Kn (a/€) /n (7.R) 
о

Air. — fit),, = —

(3.10)
cos a (s - x) da 
a2/fn(a/?)4(a/?)

где штрих означает производную по переменной aR,
Подставляя (3.10) в систему (2.5) н присоединяя к ней систему (2.6), 

получим разрешающую систему уравнений относительно искомых функций 
п. V. ttJ, q. ф, Таким образом, задача магнитоупругих колебаний замкну­
той цилиндрической оболочки приводится к решению системы сингулярных 
интегро-дифференциальных уравнений при обычных условиях закрепления 
торцов оболочки И уСЛОРЛб'.Х Игп о = lint1/ — litn / 0.
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Приведем упомянутую систему в случае осесимметричной задачи, ко֊ 
г՝а оболочка находится в постоянном внешнем магнитном поле, вектор на­

пряженности Н {II,, О, 0) которого направлен по оси х

ох' К‘ - at՝ с \ с dt / 

где

sin а (x — s) d'à

О

pupimi wm Р-иди.ъРгьоь ии.ч-ъьииипи.ач’и.чи.ьпь^би.ъ
Ь1>ШФ НЛЛРЬ АЬРПМЛ* ЬРЧЗиЛФ

%, ь. Rimiuitm. а. 2. иилпзаъ

U. if ։|i 11 |]| Il ։ U

^.п/^шАпи! L[bL[nt} puipiulf ։/xw/zf//ih)zZ>p/r ։!ш цЪ)> ч штишаг/ш I/ uibnt /7 link 

if tiptijifjuù ЬЪ lt\ii(ni.ligiftuà J tu г/Ъ ft и ut Ijui'h i}iu]in[i £zz jut jfitt fu рш-

r[tuftpli^iLplt tupdhpbLpp L tfpw '^/"Azzfz ‘II՝՝“1 Utnuitji[utd f, piupuilj

d tuijbjipujtuniuAtjtuliuilititfaïu'ti Кр1^шф

puid'hLpfi tfnulj iiuif uilfiiipqp Çiud ։tiu[ujuiiiiu[utuïi Lqp tu jfih Ufuijffiuhljiiptti^

THE REDUCTION OF A THREE-DIMENSIONAL 
MAGNETOELASTIC PROBLEM OF THIN CYLINDRICAL

SHELLS TO A TWO-DIMENSIONAL ONE

G. E. BAGDASARIAN, A. H. SANOYAN

S и m m а г у

In a general case by means of the hypothesis of magneto-elasticity 
of thin bodies; the unknown boundary values have been determined for 
tangential components of the induced magnetic field. A closed two-di­
mensional system has been obtained for magnetoelasticity equations of 
thin cylindrical shells with corresponding boundary conditions.
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