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РАЗРЕШАЮЩАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ПОЛОГИХ ГИБКИХ 
ОБОЛОЧЕК И ПЛАСТИН ПРИ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ

БЕЗОЯН 3 К.. ГРИГОРЯН Г С.

Получена разрешающая система приближенных интегро-дифферен
циальных уравнений пологих тонких гибких оболочек ?, перемещениях и 
усилиях при нелинейной наследственной упругости (ползучести), описы
ваемом вытекающими из [1, 2] соотношениями, принятыми в |5].

В [6] получены приближенные соотношения между компонентами де
формаций и внутренними усилиями» а также уравнения равновесия поло
гих оболочек и пластин при нелинейной вязкоупругости (ползучести), на 
основе смешанного вариационного уравнения Рейсснера ([7]. стр. 635) < 
использованием потенциальных функций [7, 9] и приближенных соотноше
ний, принятых в ; 1, 2].

В [ I I] на основе [ 11 получена разрешающая система ннтегро-диффс- 
ренциальных ураннений короткой пологом цилиндрической оболочки из
вестной модели В. 3. Власова, полагая, что здесь криволинейные стержня, 
г.оспринимающне изгибающие моменты в продольных сечениях оболочки,. 
.'ваяются идеальными двутаврами.

§ I. //Сходные соо/ ношения

А. Выпишем некоторые известные геометрические соотношения при
ближенной теории тонких гибких оболочек (при прогибах, соразмерных с 
толщиной).

Деформаии и удл и нени я 
срединной поверхности [3]

и сдвига в слое оболочки на расстоянии г от
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Деформации удлинения и сдвига срединной поверхности
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г =
âu . 1 /èw \z

---------- k.,w -(----- -- | —- (1.2)
2 X dy /

àu , dv dw dw
w-*?

| -J
dx dy dx dy

Деформации изгиба

d-we ֊ ■ 9 ■ - - zx — ZvmЛЛГ.Ж ■

__ d'w
— IV- (1-3)У/ « ЧУ

3 = -2zv. tЛ».. ûxây

Уравнение совместности деформации срединной поверхности

дЧ d'՜ дЧ / <)՝w \* (FwcFw d''w d”w
___IL .;____ «У_____ — — I_____)___________ r. ___ л ___ h 
dy- ох*  dxdy \dxdy / ах- dy- " dy- 9 dx- ' ՛ '

Выражения ( 1.1) с учетом (1.2) и (1.3) принимают вид

։Ô = ։o + ։v.. (<.J = x,y) (1.5)

В (1.1)—(1.4) приняты обозначения: и. V. - перемещения точки сре
динной поверхности по направлениям х. ։/.<;«> = 1/рл. Ьи ~ t'A значё^ 
ння кривизн срединной поверхности оболочки; рх, р., — радиусы кривизны 
линий соответственно вдоль х и у: х. у—криволинейные координатные хи- 
нии. совпадающие с линиями кривизны срединной поверхности оболочки;
2 — прямая, направленная к центру кривизны вдоль нормали к срединной 
поверхности.

Б. Выпишем соотношения нелинейной теории наследственной упруго
сти (ползучести) для момента времени с учетом старения для слу
чая пространственного напряженного состояния, полагая коэффициент 
Пуассона v const [ I. 2. 5]

" 1 ") £(/) 

t
fia^^)-^s(4]֊l~֊-j d֊-- (1-6)

J — l c. ? j

t 
j[(l -r -vP]F[M:>] ~C(t, ,)</-.’ 

/«

Здесь
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= ֊֊I <»„- +(’„֊’„)։֊t 6(^+r=,+^_) (1.7)

PhOll = H-₽*r  '(■=), ?--t—i (i.8>
A

s(t) «,,(/) -h %,(f)4-*„(0

о i^J

1 z=y
символ Кронекера

ff3n(-)l характеризует нелинейную зависимость между' напряжениями 
и деформациями материала. Различные ее виды (см. [10]); Е{~֊) — не- 

ременный модуль мгновенной деформации; C(f,’.) = (C,) ■ —— —

exp ( Т (/ — "))] мера ползучести материала; у, Др Со, т по
стоянные; R — предел прочности материала; 0 — достаточно ма
лое число; /0-— момент времени, соответствующий приложению на
грузки.

Применительно к оболочкам при £ (/) : Е — const при справедли
вости гипотезы Кирхгофа-Ляпа соотношения ( 1.6) принимают вид

{ (1 г У)з= — S՝ р։;/=(2֊М{:-------- -------------- — [(! + »)»;,- ^.s-\F(,pK(t. --)<h
1 t (1-9)

где

Х(6’) = -֊֊; Ср, о. >; = ) (’;,|։֊>:/,д(>р։+31;:,)։ (1.Ю) О •
Здесь и далее, если это не вызывается необходимостью, аргументы 
л, у. г, / опускаются.

§ 2. Вывод разрешающей системы уравнений оболочки 
двоякой кривизны

Внутренние усилия и моменты, отнесенные к единице длины дуги, 
имеют известный вид (3, 4|

ни /,р
3,-/֊> Л/,7= у а*.^  (7, / = х. у} (2.1)

- /1)2 -Л|2
Перепишем (1.9) в виде

U Че;,- 

(2-8o)(l-v3)
(Лу-=Х. у) (2.2)

Здесь
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Принимая в (18) т = 3. соотношения (2.2) можем формально пред
ставить в виде

с'/ 
£

(1 — •») ** 4՜ Ал1
• >=: «2------------У-Т-. "*

(2
(2.3)

где

Представим полные напряжения в произвольной точке и виде [3, 4. 12]

+ 5/л. (2-4)

принятом п упругих задачах и при учете линейном ползучести.
Здесь первые слагаемые в правых частях- так называемые, мембран

ные напряжения, вторые являются напряжениями изгиба. В общем слу
чае напряжение изгиба принимаем в виде

/ 2г \7" ։ .. .
(2.5)

где П—целое число. (1 высота оболочки. ՝ с —максимальные напряже
ния изгиба (они зависят только от х. у и /).

Умножая обе части каждого из уравнении (2.3) на </?. (а также на 
2йг) и интегрируя по толщине оболочки, запишем

л/г г *.?

~л/2 7. -лэ

1՝ О֊, 
= 1 ----------------------------- аг3։ (2<։-’’)

« ։ .<м
]՝ ։<ъ | [ С [=;. г | к а, <!-. =

-КТ Г, -

.՝ (2-$.,)(! -* ’) 
А»

В (2.6) содержатся интегральные выражения

АЛ АЗ

с; (:‘):<?д = А: о* /(о*) ’д</г= 5 (г./=х, у) (2.7)

— А,-.’ - АД

На основе (2 1). (2 4) (2 5) ин .«тральные выражения (2.7) приводятся
к виду

Ы)



А’ Л1 (4л 4-
уг'И.Х + ; 3^. 4- ֊: = Б (2 8)

А*  А*  (6л 4- 5) А*

Здесь

М, |/;Ч2,֊,7,Л,^< -ЗЛ,’,

М, = |/՜ М2. -М„ М„~- м,\ + ЗМ%Г (2.9)

4 = 1 Д'.» (2М„ - М„) + (2М„ ֊ М„) ֊1 6Я,М՜
I

Подставив (2.8) в (2.6), вычислив интегралы, содержащиеся в правых 
частях и разрешив уравнение относительно е { и у..)У запишем 
I I-1 ^,л' [[«1^)м/֊^л)/?2+

<• \ с» 4,
՝ »0

+ «1 + V) Мц ֊ -Л.)М) /Г] К («, -)<л[ (2.10)

г П  ? I Л
V ~1(1 1 ՝>л/.-■Ъ/М]-/-: («1+ ,)Л/Ч-ЛОМ)^ + 

М> I »)

+ ((1 + -.)*[  (2.11)

Здесь

/V = Л'хл 4- А',,, Л/ = Л/„ 4-

R. =֊ V1 4֊ РхА'ЛьМ/о2, = /14֊ 

= I ?2'^о> — Г Р1^о

где Мй, 20 выражаются по (2.9), 
1й-£. р _4(2лЧ-3)г 8 . 0 2(2п4-3р Р . л_£л։

1 Л’’ 4л + 3 А«’ 13 6л 4-5 А’՛ ° )2

Из (1.4), учитывая (2.10) и пользуясь известной подстановкой

(2.12)

(2.13)

= ֊ 4-Ф 
дхду

(2.14)

получим

77 Ь1* - £ (р7*Ф  + £, (Ф, М,;)} К(>, т) </-!֊- 
£л | з ]

1 ։~ I. («£>, ш) 'V*«-՛

(2.15)



Здесь

д' о д' , о' , , 4 п [
• Ох' дх*ду  ■ Оу' | Ох- ду \дхду

* -1«М„-Е\(М,Л 0( — + ’<֊) (2-19)

.) \Оу Ох՝ /

։
м„ ֊ е [ (л/., + ч.л') к (л -) </:=֊ оа֊֊«) У՜֊“’

2 ОхОу
I»

Здесь приняты обозначения (2.9). (2 12). (2.13), (2.14), О - 0л/(2—V),
Уравнения (2.19), учитывая (2 12). перепишем в виде

Ч1֊к*+к»

Оу- Ох1

/..(Ф.Ч) -Н С ’ )(?,№’-*  ₽-М„:)+?,(;’4„ >Ч,)4։ +
Оу I \ду ’ Ох*  '

+ А (г? ’-*)։?.«'•  + ₽:м»» + *’ -
Ох՝ \<ЮГ Оу- /

2 а + ’) т-- I - ~ (?А։ г ?-,ч։) + ?, м., Я |

К зГ^У (2.16)
I хду ՛ Оу՝ Ох՛ \0х՛ / \0xOy /

г» = 1 Л""1'(2л»„֊м,л - "՛'' (24. ֊ м.? 6 и.,

I Оу- Ох*  ОхОу

Выпишем известное уравнение, к которому сводится система уравне
ний равновесия элемента оболочки при поперечной нагрузке (], в так на
зываемой упрощенной теории пологих гибких оболочек [31

,}1Мл± + 2^1 + Ф) — -»Ф ? (2.17)
дх‘- дхду оу

где ’ >4

// ^Фд-и՛ д-Фа3^՛ о Э3Ф д-т /.-> 1е\
• А(ш.Ф) = —-—- • .— — ֊2 -------- (2-18)

Оу Ох՝ Ох՛ Оу՝ ОхОу ОхОу

Уравнения (2.11) перепишем в виде 

г
М..-Е ֊^\

\ ՝ Ох՝ Оу /
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М„. - Е х)<л = -О + ,^) +
Л \<Ьг Оу /

-г е [[лл, (М'<? + ?Х) + ?։л;,2йк(<, 

I.

М„ е\м„к<1.-.)</֊. + +
<» 

։ 

+ Е + ₽Х) + •) ‘Е

г
М.,-Е \М,„Кч, -)<А =-£>(! -,)-^ + 

Л <Шу

(2.20)

‘ Е [ ,. ₽։Л/о3) + ?,Л'„Л2] К (I, Т) <1-.

Очевидным преобразованием приведем уравнения (2.20) к одному 
уравнению

дгМхх । 2 । о~М^ч 1 / о՝М .у д~Мяч д^Мр,) \
дз&у оу՝ ,1 ՝ дхг Охду ՛ О у- / 

г«.

=- йч՝™ + е С) м.,(ма ֊֊ $,м?)+₽։
.՛ 1ол“ оу2
(о

(2.21)п о5
-I- 2 — - 

бхоу
^,(8,л-о’ - ₽Ж)

УХ0у

г —! (?Х+р։Мо5) + ₽, ^4
(>у*  [ Ол-՜

֊)<А

Полученное уравнение, имея в виду (2.17). перепишем в виде

£(«>, Ф) 4՜ . ;Ф - у А’ Ц/- (а՛, Ф) 4- 4- у] А' (/, -) <?т

(2.22)

= /у *»  - е л/,,) -) </-.
• #

где
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£»(ф, = -Д [л/,.(₽1л»т?։«’Л+₽1^-г>’| т
ОХ" Оу- ]

+ 2 — I м., + РЖ) - Р, I +
(гхОу I Охду ,

+ ֊-1 М„<№? ; ₽։Л4Ъ + 
Оу- | дх֊

Здесь Л„. выражаются по (2.16), а Мо— по (2.9).
Уравнение (2.15) перепишем в виде

(2.23)

?’Ф-£( «ФК (6 -)0-
Ек — А (ад, и>) 4՜ VI -ш

Л/,;) К((. 1)^

(2.24)

Уравнения (2.22) и (2.24) представляют смешанную систему разре
шающих уравнений рассматриваемой задачи (в перемещениях и усилиях). 
Выпишем эту систему в виде

(1 ЕК)7‘Ф - ֊ £А | (ш. ш) 4- ' >

(1 ЕК)[Ци>, Ф) 4՜ 2Ф - <?] = Р .7'шЧ- 

Здесь

(2.25)

(1֊ЕЛ’)\։Ф== Л7» 1 о-и՛
R Ох֊

(1 ЕК) /.(«՛. Ф) ]
1 с>2Ф , 
—------г <7

Чг, = Е [/.ДФ, Л/„) £((, 4'։— Е |\(ф, М,И(6

Ъ С,
(1—АЛ') линейный оператор ползучести.

Система уравнений (2.25) имеет структуру, аналогичную полученной 
в [ 131 применительно к сорта<ттвующей задаче пластического течения. 
Это. как указано в [13]. удобно для ее решения методом последовательных 
приближений. В первом приближении может быть принято наличие линей
ной наследственной упругости, что будет соответствовать некоторой огра
ниченной величине нагрузки </< </„. При этом в уравнениях (2.25) нели
нейные функции Чг։ и '1' будут отсутствовать. Ход вычисления последую
щих приближении здесь может быть аналогичным разработанному в [13].

В частном случае круговой цилиндрической оболочки радиуса R урав
нения (2.25) принимают вид

R ох- 4 * * * В = ։ш 4- Чг2

£

2
4-^
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Для пластины пз уравнений (2.25) получим ’* • :*г'~

(1 — ЕК ) *Ф  « - -֊ — Е (ш, со) ’1г
2

(1 ֊֊ЕК)[Е(и>, Ф) -Г 7| = £>✓*«/+  V,

Уравнения (2.25) при линейной ползучести (р 0 в ( 1.8)) после не
которых преобразовании принимают вид | 12}

= Цу>. Ф) Т + </

X <Ф= 1.цт, №> Х7>
ЛЛ 2

где Е 71(1 Е')-, Ь />(1 А?*),  Е՛ — резольвента линейной пол
зучести.

Нередко тонкие оболочки из неметаллических материалов, претерпе
вающих ползучесть при обычных температурах, снабжаются наружными 
мембранными упругими усиливающими слоями. Учет их наличия не свя
зан с принципиальными трудностях։։։, но сделал бы выкладки более гро
моздкая и.

Выводы. Для пологих тонких гибких оболочек двоякой кривизны 
получена разрешающая система из двух уравнении относительно прогибов 
и внутренних усилий у условиях нелинейной наследственной упругости, 
описываемой теорией Маслова Арутюняна. 1(ри цилиндрических оболоч
ках и пластинах уравнения получают, соответственно, более простой вид.

8ԱԾՐԱՆԻՍՏ օԿՈԻՆ IHL'I. ԱՆՁՆԵՐԻ ԵՎ ՍԱԼԵՐԻ ՈՉ ԴԾԱՅԻՆ ԱՈ «ԼՔԻ 
ՀԱՎԱՍԱՐՈհՄՆԵՐԻ ԷՈ1'ԾՈ'Լ 2ԱՍԱԿԱՐԳ

I;. '1. ՈԵՋՈՏԱՆ. Դ. Ս. Գ('1<ԴՈՐ5ԱՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Ս ապով- Հարութ չունչանքւ տեսության '.իման վրա ոչ չծագին Ժււ։ ոանզ ա- 
կան սւէէ.աձէր։։կանութչան (սողքի} պայմաններում ստացված է երկ/n մոտա~ 
՛քոր հավասարումներից բաղկացած քուծ/ւղ համակարգ ներքին ավաչին գոր
ծոնների h ճկվածբների միչե երկակի կորաք)չան gաdրանի։>ա, րարակ, ճկուն 
^տղանթների համարւ Գլանա չին ք) աղանթների h ստլերքւ ղեպբույք հ ավասա - 
(Ոէւմներր հա մ ա it/ m tu աս ի> ան ա ր ա ր ւսվելի սքարւլ աեսր են ստանում;
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A RESOLVING SYSTEM OF EQUATIONS OF FLEXIBLE, 
SHALLOW SHELLS AND PLATES IN THE CASE 

OF NONLINEAR CREEP

E. K. BESOYAN. G. S. GRIGORIAN

S u m m a r y

A resolving nonlinear system of two approximate integro-diffe- 
rential equations for thin gently sloping flexible shells and plates in the 
displacements and tensions in the case of nonlinear hereditary elasticity 
(creep) is obtained.
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