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ВЛИЯНИЕ ЖЕСТКОЙ ВСТАВКИ НА СОБСТВЕННЫЕ 
ЧАСТОТЫ ПНЕВМАТИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

ЧАХОЯ11 А. А.

При проектировании аппаратов на воздушной подушке важна пробле
ма их устойчивости и колебаний. В связи с этим вопрос определения соб
ственных частот гибкого ограждения аппарата представляет практически!! 
интерес. Здесь рассматривается эта задача, причем ограждение моделизм- 
руется в виде двух длинных круговых цилиндрических мягких оболочек 
различных радиусов, соединенных жестким элементом. Оболочка, которая 
закреплена двумя параллельными образующими. считается нерастяжимой, 
кроме того, пренебрегастся весом оболочки Поперечное сечение оболочки 
показано на фиг I. причем невозмущенной формой ее сечения служа՜; две 

дуги различных радиусов, соединен
ные жестким элементом. Оболочка 
нагружена равномерно распределен
ным давлением. р, па участке СОВ 
и давлением. р-АРгУ Р-^ на участке 
АС. Фирма сечения оболочки и со
стоянии равновесия определяется ра
диусом правой и левой частей А^ и 
R.,, длиной жесткого элемента СО = 
— А»» а также углами я. и «2. Считая 
задачу плоской, отнесем все рассуж
дения к оболочке, размер которой 

вдоль образующей равен единице, то есть задачу сводим к свободным ко
лебаниям нерастяжимой нити с включением жесткого стержня, натянутой 
в исходном положении внутренним давлением.

Из условии равновесия оболочки имеем

Л2 = р/?1 (1.1)

где р — р, 1р. ֊ коэффициент перепада давления
Обозначив через м - и (ф, /) и V = □ (ф. >) нормальное и танген

циальное перемещения текущей точки контура, а через $ — полярную коор
динату этой точки (положительное направление против направления хода 
часовой стрелки), можно найти угол поворота касательной к контуру в 
этой точке

1 / ди\
г — — I V 5— ) (7=1,2)
9 аД > 4 (1.2)
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я записать условие нсрастяжи.мости з виде [1]

(/=Ъ 2) (1.3)

Здесь и далее индексом «1 ■ обозначены величины, относящиеся к правой 
части оболочки, а индексом «2» величины, относящиеся к левой части.

Дифференциальные уравнения для гибких частей системы в проек
циях на направления нормали и касательной имеют вид [2]

для правой части (0

at-

Р/г,
(ft՝

для левой части ( - <22 С ф2 <. 0)

di-

(1.4)

(1.5)

0t'- оу..

где р— приведенная плотность (масса оболочки на единицу площад ее 
срединной поверхности), и Л% — динамические добавки окружных 
нормальных усилий соответственно правой и левой частей оболочки.

Дифференциальные уравнения колебаний жесткой вставки С.[) имеют 
вид

=.[Mj(0> —М<(0» Z)]sino —
at-

— Pi^iKCO, 0 + f)]cos$4- PiZ-o?

dzu
p/o ~dtr = [Mf (0. t) -b Mr (0, f)] cos ö +

4- I (0, 0 — (0, /)]sin $ (1.6)

J ~ = [AMO, ty - M, (0, 0] + N, (0. I) +
at՝ 1

+ ’i։(0, /)] —P~R, - p.R2L^ Sin Ö
2

где t — arccos[^ — приведенная плотность жесткой вставки, 
J и у — момент инерции и угол понорота жесткой вставки относи
тельно оси, проходящей через ее центр тяжести и перпендикуляр
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ной к поперечному сечению вставки, х, — перемещение центра тя
жести жесткой вставки вдоль ее поперечного сечения (положительное 
направление вправо), у —перемещение центра тяжести вставки, пер
пендикулярное перемещению л<- (положительное направление — вверх), 
7,'։ (0, /), 7^(0, f) — углы поворота касательной к контуру оболочки в 
точках С и D, возникающие при колебаниях оболочки, a A\f (0, /) и

(0. 0 - динамические добавки окружных нормальных усилий в этих 
точках.

Исключая из (1.4) и (1.5) и Л'7е, учитывая (1.3), получим 
дифференциальные уравнения для тангенциальных перемещений v։ и 
«2 в виде

/ o'-v d՝v, \ d*v, д-vf77v^-~^r) ֊^=° <։-7>
Частное решение системы (1.6) я (1.7) примем в виде

% = Kf«(?,)exp (/£„/); xtn = Х.ехр(/А'пО
Хо = ехР ('V); = ։|‘՞ е*р 0*М) < 1‘8^

Подставляя (1.8) в (1.7), получим дифференциальные уравнения в виде

+ 2^^-+ <։ “2М = 0 <։-9>

где

Решения дифференциальных уравнении (1.9) имеют вид

Иы = С\п sin 2Ь։ <f։ 4՜ Сз» cos rJn u>! 4- С)л sh г.,п <р։ С<. chz?a«։

Игл = Схл sin г3а 4- Cbn cos ?г 4֊ Сч„ sh z4n <f>2 4՜ С*. ch z^ т-

где

г1л. 2л = 1 Й« т 281л — 1 ±
,, , ■ ■ -------- (Ы1>

^л.4л И ^-Ь2Р2, 1±Р>л

С}П, Сзл,..., Се„ — постоянные интегрирования.
Из (1.6) с учетом (1.1) :-(1.5), (1.8), (1.10) получим для амплитуд 

перемещений Х-, и угла поворота Ч'„

РлХо - (Фь — Ф-.’п) sin о - (Фз„ 4 Фчо) cos <• — р Ао’1\

Ус^ = (Фзл — Фчл) sin о - (Ф1„ - Ф-л) cos 3 (1.12)

= [(Ф.л — Ф>.) cos 8 — (Фдо 4- Фчя) sin о] ВЦЩ

где
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Ф1п ~ P (Ф.'л — С^7л~Ь»2У" С^5л֊Х|24л

Ф*.=>[CM1 4«) + 0,(1 4- 4.)|: |Фдп = С*. (1 - Л) I-GU1 4֊ 4.)

з: = р. Ч’/w 5- = 6АО/ (?; - 12/?,sin 6) (1.13)

Постоянные интегрирования Си, С>п, .... Ся, определяются граничными 
условиями

0 е «։(«։> 0 = »,(—«* 0 ֊ 0=0 (1Л4)
> также условиями стыковки жесткой вставки СО с криволинейными эле
ментами АС и DB ____ '

Vi (0 /) sin -> 4՜ Ui (0, t) coso —- Xc

(0, О cos<՝ — «1(0, /) sin 5 = ye -4 L&fi 

v,(0, OsinS «•» (0, /)coso = x.

t»2=(0, t)cos<> 4- u{ (0, Osin'>= (</,.— Lffyl2)

С учетом (1.3). ( 1.8) эти условия г. система ( 1.12) приводят к однородной 
системе алгебраических уравнений для постоянных интегрирования 
Хп, Гм, *•„, Си, Си........Сап.

Из условия существования нетривиального решения этой системы по
лучим уравнения для определения собственных частот колебания Ре

зультаты машинного решения этого уравнения для частного случая р=0,5; 

/// =0,4: £//L = 0,06; £ L./.j — 1,5 показаны па фиг. 2. где — 
значение собственных частот при L - 0 ( то есть без жесткой вставки), 
L, и L. — длина дуги соответственно правой и левой криволинейных частей, 
/- — полная длина дуги оболочки (/. =L<>-- L, -г L•). Л— номер часто

ты, р = ₽,/?.
В частности, если р = 0 и £ ֊ I. то есть для симметричной цилиндри

ческой оболочки с радиусами /?, = R: = R г центральными углами 
а, - а - а выражения (1.12) принимают вид.

а) антисимметричные формы колебании

р* Xfn = 2 (Фы sin '՝• 4՜ Фзл cos о) — /-o'l՞,,: ¥*п ֊ -0

Ч՜,, ֊ 12 (Фз,< sin '՛ — Ф1„ cos S) (12£ sin Й — у’)

б) симметричные формы колебании

Х,п 0; ’1\=0 ^Уе„ 2(Ф3л51пЗ-ФьСО8д)

При этом граничные условия и условия стыковки приводят к одно
родной системе уравнении:

а) при антисимметричных колебаниях
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Сь $1п 2.па — С?„ СО5 — С:\п зй - (Дл ей — О 

С1п2|п со$ £ий — 51П С1па +■ ей г2я« 4՜ С.1пг2„ зй г2„« = О

с։яг1п [2(1 — вп с^(>) — в; с^г) 4֊

4- с2л [&; ֊ 2 (1 ֊ л?я) (с(Я г 4- в „)] 4- 

4֊ С?л[2(5пс1?й —4- (1.16)

4- с\п |р; - 2(1 4- 4) (Вя 4- С1?г)] = О

С;>„ [с!^ г 4- Вя (1 г*я) ] 4֊ С1„ [ 1 4- Впг^ с(£ б] г}/1 4-

4֊ с.)л[1 — Вя^„с(2&| г2я 4- С-4.. Нг о • Вп (1 ֊■ гУ1 = 0

6) симметричные формы колебаний

С\п 8՝1П г1яа С’зл соз г։, а |- Сзл &Й г.,„а 4՜ С՝4П ей = О 

С1п*։л СОЗ Х1яК 5’п 2]ЛЯ т Сзп22„ ей 22п0. 4֊ С’ал2?л БЙ 2^ = О

Сьг1яс1г&— Сгп 4- Сз»г2пс1го — Сцл 0 (1.17)

Сьг։я(К 4՜ 24пс18г') 4՜ С?л[^ е1до 4֊ 2(1 *{„)] 4՜

4- (73лг..п (К — 2 2\п Ь) 4- СА„ [в; <Й£Й 4- 2 (1 4- 2^)] = О

Выражая г(П и 2-т. через (по формулам (1.11)), из условия сушество- 
вания нетривиального решения системы (1.16) в (1.17) получим уравне
ние для определения собственных частот ^п. Результаты решения этих 
уравнений показаны на фиг. 3, причем нечетным номерам соответствуют 
антисимметричные формы колебаний, а четным — симметричные формы 
колебаний.

Фиг. 3.

Из полученных результатов видно, что на величину собственных частот 
существенно влияет ширина жесткой вставки только в тех случаях, когда 
ее погонная м.сса заметна отличается от погонной массы гибкой части 
оболочки.
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ՊՆԵՎՄԱՏԻԿԱԿԱՆ ք*-Ա'1.ԱՆք*-|> ՍԵՓԱԿԱՆ ՀԱՃԱԽԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՎՐԱ 
ԿՈօՏ ՆԵՐԴԻՐԻ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅՈՒՆԸ

Ա. Ա. ՑԱԱՈՅԱՆ

Ս. մ փ ո փ ո t մ

11ւսոէմնաււիրվում Լ ս/տնական փափուկ թաղանթի ազատ տատանումներ 
1՚ր> երր թ աղանթ ր իր մեջ ներգրավում է կոշտ շերտէ Եզրագծի երկու տարբեր 
կոդմերում թաղանթի վրա ազդում են երկու տարրեր ճնշումներէ Ս տա րվե լ են 
բանաձևեր թաղանթի սեփական Հ աճտիւականութ րոնների որսշմ ան համար։

THE INFLUENCE OF A STIFF INSERT ON NATURAL 
FREQUENCIES OF A PNEUMATIC SHELL

A. A. CHAKHOYAN

Summary

The paper deals with the problem of free vibrations of the soft 
cylindrical shell containing a stiff plate.

On the two sides of the shell contour two different pressures act 
with two different values respectively.

The work resulted in obtaining the expressions for determining 
the natural frequencies of the shell.
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