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Задачи устойчивости пластин из магнитом яркого материала в попе­
речном магнитном ноле рассмотрены и работах il -8]. Для цилиндриче­
ской оболочки и поперечном магнитном поле аналсиичное исследование про­
ведено в работе J 10].

В настоящей работе, исходя из общих нелинейных уравнений возму­
щенного состоянии и из модели максвеллом тензора напряжений магнит­
ного поля, выведены линеаризованные граничные условия и уравнения 
устойчивости магнитомягкой цилиндрической оболочки и стационарном 
магнитном поле. На основе сформулированной граничной задачи исследует­
ся поведение оболочки в начальном магнитном поле, создаваемом линейным 
током, протекающим по осн цилиндра. Установлена возможность потери 
устойчивости невоэмущенного состояния. Получена формула для опреде­
ления критического значения плотности тока.

1. Пусть изотропная круговая цилиндрическая оболочка постоянном 
толщины 2J>. длины I и радиусом кривизны срединной поверхности R из­
готовлена из магнито.мягкого материала и находится в стационарном маг­

нитном поле Н,„ Будем пользоваться цилиндрической системой координат 
(<. Н. х). совместив полярную ось с осью оболочки.

Принимаются следующие предположения:
а) гипотеза Кирхгофа-Лява о недеформируемых нормалях,
6) для среды, окружающей оболочку, считаются справедливыми урав­

нения Максвелла для вакуума,
в) силы, с которыми магнитное поле действует на токи проводимости, 

пренебрежимо малы по сравнению с силон, обусловленной намагниченно­
стью материала оболочки [1—8J.

Известно, что при помещении ферромагнитного тела п магнитное поле 
происходит намагничивание материала, приводящее к изменению напря- 

синости магнитного поля во всем пространстве. Это изменение приводит
-*

наложению на начальное поле /Л магнитного поля Н*>, создаваемого на-
*• • -♦ 

магничиванием тела. Поэтому невозмущенное магнитное поле Н Н„-\-Нл 
лжно удовлетворять следующим уравнениям магнитостатики:

rot/7=0, divB~0 (1.1)
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где В — лектор .магнитной индукции. В вакууме векторы В и Н сия- 

залы соотношением В а в магнитном материале соотношением

В = р0 (Н 4֊ М), где М— вектор намагниченности, р(1 универсальная 
постоянная (ро - 4гг. • 10 7 г/м).

Для магннтомягких ферромагнитных материалов с линейной характе­
ристикой имеем [ 1—6]

М = 7.Н или В — \W։H (1.2)

где х - магнитная восприимчивость, •> — у. ■- 1 — относительная магнит­

ная проницаемость материала оболочки.
На основе (1.2) уравнения невозмущенного магнитного поля (1.1) 

принимают вид:

rot Н — 0, div Н = 0 (1.3)

решения которых на нсдеформкроваином поверхности Г тела должны 
удовлетворять следующим общ,им граничным условиям:

|В’',֊?<)]ло = О1 0 (1.4)

где —нормаль к поверхности Г. Здесь в в последующем индекс -xi֊՛ 
обозначает принадлежность к внутренней области (пространство, занимае­
мое оболочкой), а индекс «с» - к внешней области (пространство вне обо­
лочки). Кроме того, должны удовлетворяться следующие условия на беско­
нечности:

В՝՝^ — или Н°։,) — 0 при г —* то (1.5)

и условия конечности B՝f' в области А.
Вследствие того, что магнитная проницаемость материала оболочки 

рр отлична от единицы Z$> 1), на поверхности оболочки компоненты 
тензора напряжений Максвелла претерпевают разрыв. Этим разрыве*!

обусловлено появление магнитного давления Pv, определяемого формулой

/>։=[ТЙ'1֊ т“1'»] По (1.6)

где Т" ֊ тензор напряжений Максвелла невозмущенного состояния:

ri = я, в*-я-в (1.7)

символ Кронекера.
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2. Под действием нагрузки в оболочке устанавливается начальное 

невозмущенное состояние, характеризующееся вектором перемещения «0 к

тензором упругих напряжении п°. Исходное состояние оболочки, как обыч­

но, определяется из линейных уравнений теории упругости при поверхност­
ных условиях, написанных без учета деформамий поверхностен, ограничи­
вающих оболочку. Тогда характеристики нсвозмущенного состояния бу­
дут определяться из следующих уравнений равновесия и граничных усло­
вий на поверхности Г:

(ЙУ 3° О

з° = Л при (г, о, .у) I
(2.1)

Характеристики возмущенного состояния (ы0 — и- □" ■ - . Р„֊\ Р,

Н Л) должны удовлетворять нелинейным уравнениям и граничным 
условиям на деформированной поверхности оболочки. Принимая возмущения 
малыми, эти уравнения и граничные условия, аналогично работам |7. 9;. 
линеаризуем. Используя известные соотношения гипотезы Кирхгофа-Ля 
на. в результате приходим к следующим линейным уравнениям и гранич­
ным условиям возмущенного состояния, полученным в работе [II].

Система дифференциальных уравнений устойчивости оболочки:

<>'-« 1 — •/ дЬг , 14-у дгу
2 Оу~ 2 Охду

ч Очи 1 7- ֊ , — х
г — ---------- !- - ( ”13 — =1 з) —

R дх 2ЕК

1- V2
2£Л՜ = О

(Ру 1 — 7 с/Ч' 1 (֊ V 6֊и 1 1 — у:1 ”т~------ ■ —— -. . — - _______ _1_ ---- - —— -------- (□23— □•/}) —
оу- 2 Ох" 2 дхду R ду 2ЕК

Ь о /д"хи о'-хо ы \ . 1 — 7 - 1-- ------ Г ----- -* 11 ' —
3 ду \ дх" оу" R" / 2ЕК R дх

7 д2ы 1 <Рш 3 / ди
R֊ 0у՝: ' +

О и го \ 
' ~0х ’Г 'R )

Т 5 (д1и:. + “А. - п ֊ 25» 
\^- R'՝/ ох" Охду

“Л -г— 4-4--------4՜ з-2з) — (ай—азз) = 0
дх
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Уравнения для индуциронанвог֊՝ со всем пространстве возмущенного 
магнитного поля:

rot h = 0, div Л = 0 (2.3)
граничные условия на поверхности Г:

«/»л* | 7*5*’— 7*'.*]п* (/=1.2,3) (2.4)

|P,h'n - A’”] n. [p#0 - н'"\ V "u}n,

.. . _ (2.5>
(Л’° - Л**’) X n9 = [A/”‘ - Л/‘° J (V « • n.)

-• 
где но повторяющимся индексам k. производится суммирование: v — 
набла-олсрагор Глми’ьтона, . - компоненты ген u»pa напряжений Макс 
исллл возмущенного состояния

7> = Л/Л Ь /цВ, - Л • В (2.6)

В уравнениях (2.2) индексами ИЧ-“, “ отмечены значения
соответствующих величин на поверхностях оболочки г = R 4- Л, 
г R— /г, и(х, у), г(х, у), и* (л, //) искомые перемещения срединной 
поверхности оболочки; =/) = (R ± Л) 3ГУ R՛. Ти Г?, Лг |, /V?, 5усилия, 
характеризующие начальное ненозмущелие состояние оболочки, кото­
рые определяем, решая задачу (2.1); А) — 2£7г 3 (1 *-) цилиндри­
ческая жесткость, /:’—модуль упругости, ՛• — коэффициент Пуассона 
материала оболочки; А - двумерный оператор Лапласа.

Входящие ь уравнение (2.2) неизвестные величины определяем, 
используя граничные условия (2 4). Но условия (2.4). согласно (2.6), со­
держат неизвестные граничные значения составляющих индуцированного 
магнитного поля на поверхностях оболочки. Их определяем, решая уравне­
ния (2.3) при условии (2.5) и условии затухания возмущений на бесконеч­
ности.

3. Рассмотрим задачу устойчивости цилиндрической оболочки в маг­

нитном поле, создаваемом постоянным линейным током /. протекающим 
по оси цилиндра. Тогда начальное магнитное поле определяется формулой

Н = •— е"° 2^* (3.1)

где е(1 единичный вектор по направлению координатном линии 0.

Невозмущенное магнитное поле // определяется из решения задачи 
( 1.3)—( 1.4) и имеет вид

Й»А=2-е. (3.2)
2«г
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Магнитная индукция Л. согласно (1.2) и (3.2). определяется выраже­
ниям я

(3.3)

Подставляя (3.3) в (1.6) и (1.7). находим следующие значения для 
поверхностных сил, действующих на оболочку в невозмущенном состоянии:

Р„л ' на поверхностях х — 0; I
8

р у!‘о./ ’’) 1'' (R ~ Л)' на поверхности г = R • Л
8՜2 | !/(/?— А)2 на поверхности г R — А

Под действием этих нагрузок, в оболочке устанавливается начальное 
без,моментное напряженное состояние, характеризующееся только усилия­
ми Гр и 7'3°, которые определяются из решения задачи (2.1) и выражают­
ся формулами

: , х։ (3-4)
rS=-/>:---zu0A|֊2-j

՛ ~ ■ «с .՛

Для определения величин ~ входящих в уравнения устойчивости 
(2.2). как уже отметили, необходимо найти индуцированное магнитное по­
ле ао всем пространстве. Введя потенциальные функции -J ° и по­
средством

Л1'1 = grad ¥(0, Л<” = grad (3.5)

задачу определения возмущенного магии։кого ноля, согласно (2.3) и (2.5), 
приводим к решению уравнений

= у2фГе) = 0 (З.б)

с условями на поверхностях г = R /г, 0<.

и ^£1 = 2^— ; V ()w 
‘ ՛ 0 г ()г 2к г (hj

(3,7)

н условиями

Ат1'՜' f.J а ии —I    ----------[. <------;.
r Ox Ox 2r. R а у 
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на поверхностях Л — А гR 4֊ 11; х — 0, /. Кроме того, должны удов 
летворяться условия затухания возмущений на бесконечности и условие

конечности Л1'՝ при г 0.
Как видно из (3.5)- (3.8), если возмущения оболочки имеют осссим 

метричный характер, то индуцированное магнитное поле равно нулю в< 
всем пространстве. Поэтому, исходя из (2.2), легко заметить, что в данно» 
задаче невозможна осесимметричная форма потери устойчивости.

При определении возмущенного магнитного поля ограничимся прибли 
кеннсм бесконечно длинной оболочки. Решение уравнений (3.6) в этол 
случае представляется н виде:

= fi (г) exp (ikx) cos nO

ф'*՛ = Ji(r) exp (ikx) cos пб при r <. R h . (3.9

= /a (r) exp (ikx) cos n') при r R f- h; где RO = у

Здесь k лт/к,— волновое число, л,— длина полуволны в направ 
Ленин образующих, II — число волн по окружности оболочки, а все функ 
инн от г являются неизвестными и подлежат определению.

Подставляя (3.9) в уравнения (3.6), замечаем, что все функции о՜ 
< должны быть решением следующего уравнения:

r(, kR, т — 1, 2, 3

Общее решение уравнения (3.10) выражается посредством функцж 
Бесселя чисто мнимого аргумента порядка п. Входящие в пего постоянны! 
интегрирования определяются удовлетворением условиям затухания воз 
мущенин на бесконечности и ограниченности их во внутренней области, . 
также поверхностных условии (3.7) при

w = 'w0'exp (ikx) sin nG

Окончательно выражения для <f°' и f'՝ будут иметь вид

г0 =.Ф ('•>֊֊
бб

Ф (Я + Л) —— — при Г > A R (3.11 
Х[<'(к + Л)] М

®(" s= <]>(R — Л) -——lAsl----- при I <^R — h
’ !n(k(R All

где

26



ф(г)
// р.։д. <М+Л))

2чя А)8ч Л. (кг) -

А А,А, ։։/СДА-(Я + Л)) 4 (А(Я ֊ Л)). '■ =-֊֊—^-
А -|՜ Л

Л։ = Р /кЛ . АН К7" <* <* + Л” К" <* + Л» - 
Лл \А.' (Л п)|

֊/.«■(/? +Л)) Л', (!•(/?+ Л))|

—кЛ(*(/?֊֊л))^а(/? Л))֊ 
1п(к(К Л))

-Цк(к -А)) К. (к (R Л))]

Т,,(кг), Кп(кг) функции Бесселя число мнимого аргумента.
Подставляя (3.11) и (3.5), определяем индуцированное магнитное 

поле h,t, в //'՛ но всем пространстве, а с их помощь«» из (2.6) ком­

поненты тензоров Т " и Т '՛. Используя найденные выражения 7д’ и 

Т\'к из поверхностных условий (2.4), получаем следующие значения 

для величин з/;| входящих в уравнения устойчивости

I --* - •' “ *>-»«* •» >
<31։>

?!3 ± ^13—0

Используя следующие представления функции /„ и А՜., при малых зна­
чениях аргумента (п^О)

2' '(п - 1)!

Тп\

•из (3.12) для \|ч ~ получаем приближенное выражение

%։ — °зз
: уУ - Л11 । _ 1_____
2-гр/.п /е| * '

п+~К

О՝:у> 

(>Ь-
(3.13)

Имея в виду, что для ферромагнитных материалов р-г имеет 

порядок 10՝. то можно принять 1 ‘ п^г ~ >■֊ п:՝֊г В силу этого из 

(3.13) получим
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С.Й - =
»ЧТ А

2“2:1Л3 Иг
то (3.14>

С учетом (3.4). (3.12) и (3.14) уравнения (2.2) устойчивости ободо­
чек. для которых (&/?/7г)'-> 1, окончательно можно представить в виде

0~ц 1 — V (ГЦ 1 -г V сА՛ V (>ы

2 2 дх<>у R дх

] - V -А»
ду~ 2 Ох2

1 4- ■* д'и 1 /г (1 / ы \
+ —------- ------- Г—-----------------(Ди»+— - (3.15)

2 Охду R ду 3£ ду \ R- ■'

- 4(1 ~ р ди' =0
2£А R иу

/9 Л2«»
■> д~г1» 1 а:гс 3 / ()ъ <>и . V} \

4--------------- 1-----------------г ----- х--------т )
R- Ох՜ R ' ‘)у2 ду Ох R /

֊ /о'-’ш Зю \ Р д-хс _
— Г —֊ Г —֊ ।----- — —- = 0

\ду~ R՜ ' 2 <Лх֊

На основе (3.15) рассмотрим задачу устойчивости цилиндрической 
оболочки, шарнирно-опертой но торнам х 0. л /. Примем для и, г.', 
следующие выражения, удовлетворяющие граничным условиям;

V (х, у) Го^'П

ш (л՞, /;) ~ -а»о 81 п

и 1х, у) = НоСО$ • пУ$:п 
R1

СОБ ֊г՜ R

~тх
1 ■ 1 51П ---------

1 R

(3.16)

■де ՛■« — число полуволн по образующем, П — число полных волн вдоль 
окружности.

Подставляя (3.16) в систему (3.15) и используя унСс принятое упро­
щение (я/?/п/)э <С 1 теории тонких оболочек средней длины, условие 
устойчивости оболочки можно представить в виде

\^Е «*0£ ՛ 2՜ К

Критическое значение /З;3 находится ил условия минимума фунхшп 
В (я. /и). И . (3.17) видно, что при определении В* надо принять т = 1 
Гог да. минимизируя В по п для критического числа волн п.-.., получим
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|/֊{/4 (ЗЛ8)
Подставляя (3.18) в выражение (3.17). определяем критическое зна­

чение В*
В? 4- 1 Я / А \3* , _

-------- ֊֊=-------=--------------та — — (3.19)
Р0£ 3)'3/.(1 <֊’)Д4/՝Я/

В таблице для оболочки, изготовленном из материала Пермалон 78 
(78.5% Л'г, остальное железо и примеси), у которого I1,՜՜ 5 • 10*. при­
ведены значения при различных отношениях /?// и R/11.

Таблице.

R՛/ /?/А а. (гс) ".

1 КХ) по 7
1 500 230 11
1 1000 130 13

0.5 100 540 5
0.5 500 160 8
0.5 1000 100 9
0,2 100 340 2

0,2 500 100 *>

0.2 1000 60 3
0.1 100 240 2
0.1 5(Ю 70 2
0,1 1000 40 2

В последнем столбце таблицы приведены критические значения волновых 

чисел п*.

1птьтил, чиханьи* 1птьиилш1 фнфпьц «цашзьъ |>изды>ь
Чи.:;ПЬЧ,П1Ф-УП1'ЪС

ф. ь. 141.11.фи.ин.1'виъ, ф. я. лиинъаиъ
и. |( ф п ф п I О

,1‘[11пи1р111[п^ / шри/шрр\/ нштр/пЛ/тр и шуЪ/г //ш1/т)/ ц.Ш2/лпч/ ршр///^, 
иш1рфишир/// фшф/н1( Ъ^п/.р/гд и/ шт ри/нин/ и/д 1ЦшЪ/////1Ъ ршди/Ър// /1ш/рф- 
ишшпи/кдш^ш^1 1{и1^1^п/Р^п/Ь{/1 'Ь/ири к, рк/ч/тб бтук /։иши/Ли ф///фи>1{

Ри11]ш'11р11 /}/>///р/!///] 1/шд 1/ш11кр11п/Рш]рЪ ///шр/шЪЫ/рр к 1р//////Ъ///Р[ш// 
'ш1/11//////рииИ/11рр, //р/1ч/ц/ 4р4/и/ш/1 1//1б///1{/< рЪ/}бшЪ1ир /}Лицр)/ '’.////1шиш- 

ртЛ/1/р/1д, 1/11рш]/1к мри р/к/ЬЪАп/и; I/ 1?ш1р/////ш1{шЪ >14/21/1/1 {шр//шдп/ф/т)/
р//Ьфпр/1 й тр>/1/1/1ии/Ъ ։!п /р» I /> у ։
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Ձևակերպված եգրային խնդրի հիման վրա հետազոտվում Լ թագան քէի 
վարրր սկղրնական մագնիսական դաշտում, սրր ստեղծել Լ գլանի աոանդրււվ 
հոսող գծային ստացիոնար էլեկտրական Հոսանրրւ

Ցույց է տրված լգրդոված վիճակի կայունության կորաոի հնարավորով֊ 
թյւսնր երկէսյնական մագնիսական դաշտում։ Ստարված է րանաձև հոսանքի 
իւտոէթյան կրիտիկական արմերի համարէ Կատարված է թվային հետագոտու- 
թյուն մագնիսական դաշտի կրիտիկական արմերի Համար, կախված խնդրի 
ֆիղիկա֊մեխանիկտկան !է երկրաչափական պարամետրերիդ.

STABILITY OF A THIN SOFT-FERROMAGNETIC 
CYLINDRICAL SHELL IN A MAGNETIC FIELD

G. E. 8ACDASARIAN. D. D. ASANIAN

Summary

In this paper the stability of a thin soft-ferromagnetic cylindrical 
shell in a magnetic field is considered. A. relation for the critic value of 
the magnetic field was found.
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