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К ВОПРОСУ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ВЯЗКОУПРУГИХ ОБОЛОЧЕК

ПОТАПОВ В. Д.

Исследование устойчивости сжатых оболочек, материал которых обла- 
лает вязкоупругими свойствами, обычно проводится в квазистатичсскон 
постановке, когда силы инерции, появляющиеся в процессе деформирова­
ния конструкции во времени, считаются малыми по сравнению с другими 
внешними нагрузками и в системе разрешающих уравнений теории оболо­
чек опускаются. Такое допущение можно считать оправданным в том слу­
чае, когда движение оболочки происходит при малых ускорениях переме­
щений точек се срединной поверхности. Если же внешние нагрузки на­
столько велики, что по истечении конечного промежутка времени (при ква- 
зистатической постановке задачи) наступает «хлопок» оболочки, то в мо­
мент «хлопка» и в моменты времени, непосредственно предшествующие 
ему >т следующие за ним, наблюдается резкое изменение ускорении движе­
ния конструкции, а в такой ситуации пренебрежение силами инерции недо­
пустимо. С этой точки зрения более правильное представление о поведении 
оболочки на всем интервале ее нагружения может быть получено только на 
основе рассмотрения задачи в динамической постановке.

Задача выпучивания сжатых круговых оболочек с учетом сил инерции 
решалась в работе Браунса Я. А. и Тетерса Г. А. [1]. Ими было показа­
но что учет инерционных членов дает решение с затухающими колебания­
ми непосредственно после приложения нагрузки и после «хлопка» около 
кривой квазистатического деформирования. Некоторые аспекты устойчи­
вости оболочек при конечных прогибах в динамической постановке задачи 
рассмотрены в статьях [2, 3]. Качественному анализу деформирования не­
линейных систем на примере фермы Мизеса посвящена работа |4]. Отме­
чается, что с позиций теории устойчивости движения вязкоупругая ферма 
Мизеса всегда является асимптотически устойчивой по Ляпунову. Автора­
ми предложен критерий, в соответствии с которым конструкция устойчива 
на некотором отрезке времени, если ускорение движения сосредоточенной 
масСы остается ограниченным при стремлении этой массы к нулю.

Ниже исследуется поведение оболочек на примере пологой удлиненной 
цилиндрической панели, материал которой обладает ограниченной вязко­
стью.

Рассмотрим оболочку, выполненную из изотропного материала с по- 
1ТОЯННЫМ во времени коэффициентом Пуассона ц. Оболочка имеет массу, 
величину которой, приходящуюся на единицу площади срединной поверх­
ности, примем равной /И. Тогда уравнение движения для оболочки имеет 
вид
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где

Dl'«/' 4՜ Ао՜' г — = (/— mw (1.1
л

I 
Г

Pw=*w(t} JI (t — -) «• (-)d~, £(/) —/i = const 
о

(/ •) ядро релаксации, 0 < Т (0) <# - 6’< 1
о

Остальные обозначения общепринятые.
В начале остановимся на оценке влияния динамических добавок на 

деформирование оболочек, находящихся под действием малой поперечной 
нагрузки.

При к,вазнстатической постановке задачи прогибы оболочки в усло­
виях ограниченной ползучести стабилизируются во времени, асимптотиче­
ски приближаясь к значениям, определяемым так же, как в упругой оболоч­
ке. модуль упругости которой равен длительному модулю.

Рассмотрим возмущенное движение оболочки, которое вызнано воз­

мущениями начальных условий бй> (0. 6х՛ (0, х). Считая начальны։
возмущения и возмущения в текущий момент времени малыми, линеари­
зуем уравнение возмущенного движения (1.1) относительно возмущений

АР
DV'>w -! Р'ги՝' ■ ZPzv" —— — rn'iw 

R
(1.2

IIpHMCM

our (/, x) = 5/, (/) sinx, u> (?, x) = Д (/) sin

Из уравнения (1,2) с помощью метода Бубнова—Галсркина получи

г«Л - з! р։г/. - (л - ֊֊) ■■Р. | - ֊ ֊֊ ՛■■/,
где

(Ы Ь. _ lL'\ \ -з /; л= /’ £ 
л ’

Для исследования поведения возмущений 6/։ при достаточно бо.’ 
значениях времени I перенесем начало его отсчета в со. Тогда оче:

/։ - const, Pt} = ---- ) (1 ֊֊ 6՝) — const

50



Запишем уравнение ( 1.3) следующим образом:

1 + 6(,4-“1У V.W-f И'---)7>0)^ -
\ /> * / J J J »

— 3d

֊ 3^(0 = ֊^5«/.(О (14)

Его решение ищем r виде

V10) = сехр(л0 (1.5)

После подстановки выражения ( 1.5) в уравнение (1.4) имеем

4|1- ^T(6)exp(֊>.!i)rf'J-3P0 -֊-֊>•= (1-6)

о
причем

А 1 +6

Возьмем ядро Т(0) и виде

Т(0) 7^exp( - 7(1 ֊ АГ)&)

Из уравнения ( 1.6) следует кубическое уравнение относительно

/< 7(14-А')^4֊-^И ЗРп)>. + 7 ~И֊ЗР»(1 4֊К)] = 0 (1.7) 
ml ml

Используя критерий Раусса-Гурвипа, приведем условия отри ца тель-
ноет и вещественных частей корней уравнения (1.7)

71 >0, А -3(1 :■ К)Р9 >0 (1.8)
При малых /։ величина /< > 0 и, следовательно, при выполнении вто­

рого условия первое выполняется я подавно. Итак, окончательно имеем, 
что невозмущсннос движение асимптотически устойчиво по Ляпунову ио 
отношению к возмущению начальных условии, если справедливо неравен­
стве (1.8), которое может быть представлено в виде

1 + з(з4»
\, /г

24 к f. . 32к2 \ 
к3 Л ■и / (1.9)О

В этом случае корнями уравнения (1.7) будут: один отрицатель­
ный. два других —комплексно сопряженные.

По мере увеличения /։ неравенство (1.9) сменится равенством, кото­
рое соответствует предельной точке 7 на кривой (/ ~ /։ упругой оболочки 
г длительным модулем упругости ее материала. В этом случае один из кор­
ней л становится нулевым и указанное равенство непосредственно вытекает 
и;։ уравнения (1.7), если в нем положить /. — 0.
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Таким образом, при (/ < (/•, ободочка асимптотически устойчива по от 
ношению к симметричным возмущениям начальных условий

о«» (0, х) -- {0) sin - - х, Gw (0, х) = S/։ (^) s>n л՜

Далее рассмотрим возмущенное движение оболочки при несимметрич­
ных возмущениях начальных условии

• • 2я
gw(0, X) ~ «!/։(0)sin х, gw(0, х) - G/..(0)sin у х.

Предполагая возмущения bw (?, х) .малыми, воспользуемся линеаризо 
ванными уравнениями возмущенного движения ( 1.2), из которых при

2"
GW (/, х) = (0 sin -- х

следует

Г«/։֊ — P^f-֊------֊—'֊/■ (1.Ю

Решение уравнения (1.10) вновь ищем в виде (1.5). После подетанов 
ки выражения (1.5) в уравнение (1.10) получим

1 ֊ f Т(6)ехр(—<0)</9 - ֊*֊ =
J 4 \ г? Л / h Ifr'D
у

(1.11

В случае экспоненциального ядра отсюда имеем

>.» + т(1-Ю֊4 16~‘д Л -PJ՝)1.+
m/‘ \ 4 /

4- Т ֊֊֊ =0
тГ 4

где -j;

n-_ 1 /8Лг A\/i։ 1) --  -- -----  [ ------------- 1----
14 Л'\ Г? h / Л

Критерий Раусса-Гурвица приводит к неравенству

— (1,12
4

Нагрузку V. при которой неравенство (1.12) превращается в равен­
ство, обозначим через <?.. Следовательно, невозмущеннре движение обо­
лочки асимптотически устойчиво по Ляпунову по отношению к несиммей 
ричным возмущениям начальных условий, если интенсивность нагрузки 
Я меньше ()■.



Нагрузке q., отвечает нулевое значение одного из корней X. Условие, 
и которого она определяется, может быть получено из уравнения (1.11), 

если положить в нем X равным нулю.
Значения нагрузок q. и </. аналогично могут быть найдены в общем 

случае ядра релаксации Т (I—т), для чего достаточно в уравнениях (1.7) 
и ( 1.11) положить X 0.

Итак, если q > </., то симметричное (невоэмущеннре) движение обо­
лочки асимптотически устойчиво по Ляпунову по отношению к симметрич­
ным возмущениям начальных условий при q <С <?,. Этот вывод согласуется 
< выводом, сделанным на основании квазистатической постановки задачи.

Если же q > q > q., то оболочка неустойчива по Ляпунову по отно­
шению к несимметричным возмущениям начальных условий.

К аналогичным выводам можно придти, используя в качестве функции 
<с՛ (.’, .<) конечную сумму

w{f, х) V/ (f)sin - л՛ (ЫЗ)
У-» /

Применяя метод Бубнова—Галеркина, из уравнения (1.1) в этом слу­
чае получим

ml'.. /. 2k/. 24(1-cos/к)+ -ЗР0, ^-—(l-cosyz) hq* (1.14)

" 4/< f. ft
б = гД

.Одерживая ։։ сумме (1.13) только нечетные слагаемые, найдем реше­
ние, соответствующее симметричному деформированию панели, на основа­
нии которого можно судить об устойчивости ненозмущенного движения по 
отношению к симметричным возмущениям. Рассматривая в выражении 
(1 13) четные и нечетные слагаемые, можно оценить влияние аналогичных 
несимметричных возмущении на устойчивость движения оболочки.

На фиг I. 2 представлены результаты решения системы уравнений 
11.14) при удержании в разложении (1.13) одного члена (кривые 2) для

панели со следующими характеристиками: К 1: £=12; 7" “7^ 0,001.

В качестве начальных условий здесь и в дальнейшем приняты условия. 
Соответствующие квазистатической постановке задачи.

Для сравнения на тех же рисунках показаны графики изменения Л при 
квазистатической постановке (кривая 1). полученные из уравнения (1.1) 
при т = 0.

Как видно, неучет сил инерции приводит к существенному искажению 
действительной траектории движения оболочки. Указанная траектория яв­
ляется непрерывной при любой нагрузке и времени /, а при квазистатиче­
ской постановке (если д Хь) она терпит разрыв в момент «хлопка».
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Из приведенных графиков следует, что на начальном этане двня 
панели отличи}։ в значениях функции [, (!). найденных при кваэяста 
свой и динамической постановках, практически нет. Однако, по мере 
ближения к моменту (момент «хлопка») эти функции удаляются
от другой. При / движение оболочки носят затухающий л
Ординаты криво։։ 2 (фиг. 1) с увеличением времени приближаются к ор­
динатам кривой I. Если учесть внутреннее трение материала, то затуха­
ние колебаний будет происходить значительно интенсивнее.

Заметим, что после «хлопка» оболочка совершает колебания относи 
тельно кривой, не совпадающей с кривой I. С увеличением времени ука 
данные кривые сближаются друг с другом и, исходя из уравнения (1.1)

эти кривые совпадают.нетрудно показать, что при /--эо

Кривые 3, 4 на фиг. 1, 2 соответствуют решению системы уравмеии 
(1.14) при сохранении в разложении (1.13) двух первых членов (кривая 
соответствует функции /, (/), а кривая 4 функции /. (.')). Неснмметри» 
пая составляющая прогиба вызвана несимметричным возмущением н< 
грузки

-

(ед*. = 0,025 при ф’= 25 и -- 0,133334 при д* — 15).
11омимо представленных было получено большое число решений сист 

мы уравнений (1.14) при различных возмущениях начальных условий, 
также постоянно действующих возмущениях (начальное искривление ср 
динной поверхности, возмущение нагрузки и т. и.), которые с ви детел 
ствуют о том. что невозмущенное движение оболочки устойчиво по отв 
шению к малым симметричным и несимметричным возмущениям не толы 
при д < ф, или 7 < </«, но и при нагрузках, больших <?я. Этот вывод мо: 
но объяснить следующим образом.
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С помощью процедуры Бубнова—Галеркина уравнение (1.1) сводит­
ся к системе интегро-дифференциальных уравнении. При некоторых огра­
ничениях, накладываемых на ядро интегрального оператора, можно пока­
зать, что решение системы непрерывно зависит от начальных условий и 
правой части. Итак, на любом сколь угодно большом конечном промежут- 
к< времени разница между траекториями невозмущенного и возмущенно­
го движения оболочки за счет соответствующего выбора, например, на- 
:йльных условии^ может быть сделана как угодно малой. С увеличением 
времени колебания оболочки затухают и Л (О • const. Перенося начало 
отсчета времени в — оо и считая /, (О = const, легко показать, используя 
критерий Раусса-Гурвнца, что невозмущенное движение оболочки асимпто­
тически устойчиво по Ляпунову по отношению к симметричным возмуще­
ниям начальных условий, если </ < </.1։ах, причем </(11ПХ равна верхней пре­
дельной нагрузке для упругой оболочки с модулем упругости, равным Е. 
в несимметричным возмущениям начальных условий, если <?„ llt и
<Л><7.

Таким образом, из динамической постановки задачи следует, что не- 
шммущеяйое движение оболочки неустойчиво только но отношению к не- 
симметрнчным возмущениям начальных условий и только при <?.>*/>• <7-.. 
Полученные результаты существенно отличаются от тех. которые следу­
ют из квазистатнческой постановки задачи. Вместе с тем они не умаляют 
их важности. Дело к том. что при значениях времени /, близких к /*, на­
блюдается резкое изменение в движении оболочки, которое заключается 
=• изменении ее конфигурации ֊ оболочка из выпуклой превращается в 
вогнутую. Такое изменение в реальных оболочках происходит в течение 
долей секунды и не случайно поэтому получило название «хлопка». Для 
правильной опенки работы сжатых вязкоупругих оболочек необходима 
фиксация времени «хлопка». Принимая во внимание тот факт, что масса 
реальных оболочек мала, а также то, что траектория движения таких обо­
лочек с момента нагружения до момента «хлопка» мало отличается от тра­
ектории движения оболочки без массы (при отсутствии инерционных сил) 
естественно принять в качестве критического времени время которое 
определяется при квазистатнческой постановке задачи, как время «хлопка».

Обсуждаемые выводы относятся к случаю, когда симметричная и не­
симметричная составляющие прогиба оболочки описывались соответствен­
но одним слагаемым. Использование большего числа членов в разложении 
прогиба (1.13) приводи՛! к изменению количественных характеристик дви­
жения, но окончательные выводы относительно устойчивости оболочки 
ост,потея справедливыми и в этом случае.

Для Сравнения на фиг. 3 показаны графики изменения (О (кривая 
1) и /. (•'). Л (՛) (кривые 2. 3), соответствующие выражениям

и» (/, х) ~ !\ (П sin ֊ х

и
■к 3՜

w (/, -v)=/i(/) Sin у X 4- /Д/) sin — X
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Геометрические параметры оболочки и ее материала приняты теми 
что и ранее.

Из фиг. 3 видно, что учет большего числа членов в разложении 
пни ££’ (/. х) приводит иногда к значительному различию в траек՛ 
движения панели, на что обращалось внимание в работе [5] при ре 
задачи в квазистатическон постановке.

ԱՌԱօԴԱՄԱՈՈԻՑ!’’։ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ԵԱՅՈհՆՈհԹՅԱՆ ՀԱՐՑԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

Վ. Դ. Պ11ՏԱՊՈՎ

Ա մ փ Ո փ ո ւ մ

Հավասարաչափ բա՛շխված ընդլայնական բեռների ագգեբութ յան տա 
գտնվող երկարացվ ած գլանային թեքավուն պահերի օրինակով հհտագոտվոս 
է թ աղանթների կայունությունը, որոնց նյութը օժտված է օահմանափակ սոգ 
րի հատկությամբ։ Դիտարկվում Լ սկզբնական պայմանների սիմետրիկ և ան 
տիսիմեարիկ գրգռումների և մշտական գործող գրգռումների նկատմամբ պա 
նելի չգրգռված շարժման կայունությունը։ Բերվում է կվադիաոատիկ հ գինս։ 
միկ գրվածքների գհսլրում խնդրի լուծման ւսրգյունրների համեմատում։

ON STABILITY OF VISCOELASTIC SHELLS

V. D. POTAPOV

Summary

The paper deals with the stability of shells from material 
property of bounded creep in the particular case of sloping length 
cylindrical panal effected by uniformly’ distributed lateral loading. 
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stability of undisturbed motion of the panel with respect to symmetric 
and antisymmetric perturbations of initial conditions and to constantly 
acting perturbations is studied. The comparison of the results for quasi­
static and dynamic formulation of the problem is presented.
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