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Вопросы плоской деформации и кручение пластически-неоднбродных 
тел изучены достаточно подробно, между тем, осесимметричное и простран
ственное течения рассматривались лишь в немногочисленных работах [1]. 
Пространственная задача неоднородного пластического тела исследована 
ь статье 12]. где материал принимается идеально-пластическим, подчиняю
щимся условию пластичности Треска. В работах [3—6] изучены различ
ные задачи о неоднородном упруго-пластическом полом шаре под воздей
ствием внутреннего давления, когда характеристики материала меняются 
по радиальному направлению. В статье [7] рассмотрен трансверсально- 
азотропный шар. предел текучести которого также является функцией оч 
радиуса. В работах |8- 101 исследованы осесимметричные задачи для пла- 
стически-неоднородных цилиндрических труб и дисков.

Рассмотренные осесимметричные задачи относятся, главным образом, 
шарам, цилиндрам и дискам. В настоящей работе рассматриваются осе

симметричные задачи предельного состояния длинных конических труб из 
несжимаемых пластически-неоднородных материалов, подчиняющихся усло
вию пластичности Губера—Мизеса.

§ I. Основные урввненмя. Общие соотношения теории течения идеаль
ного Жестко-пластического неоднородного тела в случае осевой симметрии 
а сферических координатах в обычных обозначениях имеют следующий 
вид;

дифференциальные уравнения равновесия —

Ժօ 1 Ժ-. 1
77+.. Л + г +

& . 1 (7з0 1

Ժհ. 1 ժէ, 1

(1.1)

соотношения между компонентами скоростей деформации. напряжений в 
скоростей перемещений —

39



։„ = л(=о-V), ди и 1 dv
~ dr' S։ г + г Л

. % = у4֊ctgO, 2т. = т:-֊ + ֊֊ <1-2
Or Г Г fn

n Or г
о 1 dw «> г
2^’/л /с‘к6

условие пластичности Губера—Мизеса

(Тг ֊ о,)’ + (О9 - ссу + (Зе - + 6 4- = 6Л'֊ (г, б) (1.3)

Здесь К (г. 0) — определенная из эксперимента функция, характеризую
щая неоднородность пластических свойств материала. Такие неоднород
ные свойства вызываются, например, нейтронным облучением, температур
ным градиентом и т. д. [ 1]. В дальнейшем принимаем

К (г, = (1.4)

где & (0) известная функция, а м — постоянная, характеризующая ма
териал.

Компоненты скоростей перемещений, удовлетворяющие условию не
сжимаемости

гг + г0 4- 3։ — О

зададим в виде

« ֊ г [f (б) 4- / (0) etg 6]. v = - 0-4- 2) г'/(б)
(1.5) 

w ()■ ֊•- 2) r՝'j (б) sin 0, const

где f(0) и ф(0) - произвольные функции от 0. Тогда компоненты напря
жения можно представить в виде

., = •>. +2r'-^ [(2i.-г l)f i(>.-l)/ctg0|

% = =>։ + 2C'+2)<-^-[/'-/ctgS]

гл = г- I/" -H/ctg9)'4-(>. + 2ftl->■)/] (1-6)
2(6)

T’'=(,+2)r'4Sf։in'>՛ ^=։>+2)('
2 (б) = k Q

Q = 4/.2(/'4-/ctg0)-- 4a(/z 4-/ctg6)[/ctg9 —(> г1)/']2-Ь

-l֊4[/ctg0-().-|-l)/74-[/" + (/ctg6r4-(>-T2)(l-X)/]4-

-| (к -г 2)5 Sin2 ь [/= 4- (>■֊! Г- н
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Подставляя (1.6) в дифференциальные уравнения равновесия (1.1). 
приходим к выражению для «в*

* Здесь к в дальнейшем заглавные буквы латинсксм о алфавита означают произ
вольные постоянные.

^=н+.Щ(г) (? + 3)г’ГА[Г4-(/с‘я6)' + (2 + >■)<։I

9
(/—/01^6) 6^0

где
1п г при V = О

— г' при > ֊/= О
(1.8)

и х системе двух обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнении

(~у{՜՜՜ (Г+(/<№*)'  Ч- (2 + >•)(! — >•)/] з։п 01 \ 4- 
\ 81пЬ I У ] /

+ 6Х [А
I 2 51П О

I +2’ {֊1(а + 1)/' + Р֊1)/с։г0]|' +

+ 2(Х4֊2),А(/'_/с։8б)С1ге-

֊’(» + 3) -֊^ + </с‘2в)' + <2 + '•') п - Х)/] = 0 (1.9).

1 (^оу + (1 + 3)(к_1)^о=0
Условия на конических поверхностях 0 = а и 0 = р определяют граничные 
условия для системы уравнений (1.9). В случае, когда материал неодноро
ден только по толщине трубы, то есть V = 0, будем иметь следующие вы
ражения для напряжений:

9 к
«,«”»+ ֊֊ [(2К + 1)Г + (X - 1)/С1 г б] 

и.

<>. = ’,+2(։ч-2)4-(/'-/с։гб)

п
«,=//-) М1пг֊з [А[/« + (/с4։9)'+ (24-X)(!-!)/]</։ +

о
I +2(Х + 2) !֊-(/'֊/с1г0)с1г0Л (1.10).
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M֊--֊[/" + (/ctge)'+(2 + A)(l-,.)/]
J-

к к>=+2) 4 *' sin °’ ~ <л+2) п -к) £ *sin 9
л систему уравнений —

{֊[/” + t/ctgO)՛ + (2 Ь X) (1 — X)/]Sin 9>' +

4-6). £(/sinO)'4-Msin6 = 0 (1.11)

(А 1' sin3 е у+ 3 (X ֊ 1) = о

Рассмотрим некоторые предельные состояния поперечно-неоднород
ных конических труб.

§ 2. Предельное состояние пласт ически-нёоднородной па толщине ко
нической трубы под воздействием внутренних и внешних кольцевых каса
тельных сил (фиг. I). Принимаем, что на внутренней и внешней кониче*  

Фиг. 1.

ских поверхностях действуют, соот
ветственно. касательные нагрузки

”о₽ = Ч\ при 6 = х 
^»7. при 6-₽ (2Л

Если принять п соотношениях 
(1.10-1.11) / = 0, Н=Л/ = 0, пер
вое уравнение (1.10) превратится 
в тождество, а из второго следует
уравнение

к՝У sin4 О 
/՛/“ + ('֊- 1)= i=

(2.2)

= О- _____Zr p snrft
7а-If

на основании которого определяются отличные от нуля компоненты напря
жения и

Вводя обозначения

<2-3

из (2.2) приходим к уравнению
т' 4- Хх 4- Зр /!~г 0 (2.4

где
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L' (Ь\
Z = ТЙГ՜ + 2 ct2 °' il = sign (<7j - q2) (2.5)

Рассмотрим случаи неоднородности, когда

к (°) = *i  ֊7՜ exp (7 (6 - «)) 
sin՜ У

Тогда из (2.4) следует

9и'А|
'---------=0^,

7х + Зр/1- х2

После интегрирования получаем неявное соотношение для т

(2.6)

(2-7)

7 —Ч-Зр!/ 1 -֊4֊
arc sin --- — arc sin ' 4֊ ֊֊֊ In-----—----------- . . Z} - - j*  9—(G — a)

3 r + Зр/I-т--' 3 ՝ ’
(2.8)

В предельном состоянии трубы отсюда следует зависимость между c/t и г/2.

7-^4֊Зр1/ 1- 4֊
arc sin — — arc sin 4՜ — - In-----—------------  - = p ?-• — (^ — a)

*x A-2 3 q2 / q\ 3
Tt + 3fI 1--7Г

*2 ’ Ki
(2.9)

где

^ = ^v^exp(T(?-a)) 
sin“ p

Для более простого случая неоднородности, когда у = 0. из (2.8) имеем

arc sin —-----arcsine = Зр(9 — а) (2.10)
К

В предельном состоянии имеем соотношение

arc sin —-----arc sin= Зр (Р — а) (2.11)

Для определения единственной отличной от нуля скорости перемещения
И по формуле (1.6) функцию ф находим из (2.3)

в
Е Ч-= /’ехр{(>— (2-12)

«х
В общем случае для Ai(0) уравнение (2.4) следует интегрировать числен
ным способом.
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§ 3. Предельное состояние пластически-нсоднородной конической тру
бы под совместным воздействием внешних нормальных и кольцевых каса
тельных сил (фиг. 2). Положим, что пластическн-неоднородная по толщи

Фиг. 2.

не коническая труба под воздей
ствием внешних сил

= — Л» V = при 0 = а 
(3-1)

а6 == - Л. '|₽ = Я՛: при 9 = В 

находится в предельном напряжен
ном состоянии.

Принимая в (1.10) (1.И) /~ 
- Е(з\п 9, / = 1, М — 0, удовлетво
рим первому уравнению (1.11), а из 
второго, опуская индексы при \ , 
получаем

51П“՛*
■^<71—Т751П՜ О

&ф'51па0 ___
У 4£՜2 соз= 9 -{- У2 $։п’ 9

(3.2)

Отсюда, определяя

2£’соз0 -
и =-------------- .

5։п’О |/1— т2
(3.3)

и подставляя в формулы нормальных напряжений (1.10). с учетом гра
ничных условий (3.1) получаем

°, = во—— ~2 , = =з9 —2р| к*  — ~’’
* ’ (3.4)

со = - Ру -1֊ 2р V к2 — -2 с1д9</6. и — 31£п (Ру - - Рр 
а

Условия на внешней поверхности трубы В = р дают соотношения между 
внешними силами в предельном состоянии конической трубы

3
Ру — Рг = 2ч 1 к2 — т2 

9
Чу яп։։ — 42з։п2

В частном случае, когда 9։ = <7:=О, из (3.4) имеем 

°г==в — °р = °в-2^
о (3.6)

= — Ру 4- 2р 1 к с1£ 0</9
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Предельное состояние в этом случае определяется соотношением

(3.7)

Для однородного материала из (3.6)—(3.7) при k = const получаются 
соответствующие формулы Д. Д. Ивлева | 11].

Интегрируя (3.3), находим

X cos б
J <*" — "2 sin'б

d*~N (3.8)

Дли скоростей перемещений получаем

и = (), ЗЕг
sin б

w = 6Er sin О j* TcosQtfQ
J И к2 — ~z sin՛5 б

(3.9)4-G

Переходя к пределу 0-«֊0, г—<» при постоянном р = г sin 8. из формул (3.4) 
и (3.5) получим соответствующие формулы для неоднородной по толщине 
цилиндрической трубы, находящейся под воздействием внешних сил

при о = а
D к (ЗЛО)

<5р = ֊ Р>, = <?а ПРИ р = 6

Здесь а и Ь, соответственно,— внутренний и внешний радиусы цилиндри
ческой трубы

s = s ֊ р PW) еТ. - % - 2н Гл2(?)-֊^(Р)
(3.11)

\ + 2нС 1^(р)֊г(?) = ^ = «7х —
J ? ?
<։

Предельное напряженное состояние определяется соотношениями

л - Р2 = 2р [ > к2 (о) —1։ (Р) (3.12)

Формулы (3.11) при &(jp) = const переходят в формулы Л. Надам | 12] 
дли напряженного состояния около круговой полости в бесконечной пло
скости.

,§ 4. Предельное состояние пластически-неоднородной по то.иаинс ко
нической трубы при совместном воздействии внешних нормальных и про
дольных касательных Сил (фиг. 3) Пусть коническая труба под воздей
ствием внешних сил
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бо ~ — Л> Уб 71 при б = а

О4 =-■ — А, -г1 д. при О = ? (4.1)

находится в предельном состоянии. В этом случае, принимая в (1.10) — 
(1.11) ։>• = 0. Л = V = 0 и опуская индексы при 'г, получаем

=Sin't
I *к г — *֊

(4.2)

Подставляя эти выражения в формулы (1.10) и учитывая условия на по
верхности 0 = будем иметь

^ = <\ + рГ* ։-'2, % = ^ + 2р/к* —’
(4.3)

С5 = — Р։ — 3qJ sin 5 In -л-— -L- 2;1 C / k2 — -՛•՛ ctg 
tg«/2 .J

поверхности трубы, находимИспользуя условия на внешней

Фнг. 3.

Сопоставляя выражения

А-Л = 2н| I Ir~^rctg6d&

3

֊֊3gisinaln^? (4.4) 
tg«/2

qx sin a = q.. sin £

Соотношения (4.4) определяют пре
дельное состояние конической 
трубы.

(1.10) и (4.2), приходим к дифферен
циальному уравнению

/" + (etg & - .2^)/' + (2-֊7» + iz-^-F 6 )/ = 0 \ V к՜ — - / \ Sin- и Г к- — -■ /

решение которого будет
О в

f — A sin G - Вsin О I ■ - ■ exp f 2-1 i -- ՝) с'б 
JsIn’G ‘У JV к2-՜՝ /

Исходя из выражений (4.2)—(4.4), можно получить соответствующие՛ 
формулы для цилиндрической трубы, находящейся под внешними воздей- 
сгвиями:

-j, = - Л, = 71 «РИ Р = a 

ср= ?2> V- " при f' “
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Так. переходя к цилиндрическим координатам, фиксируя р = / sin 0, при 
Н - 0, г — оо из (4.2)—(4.4) получим

<1

=6 ՜ % Г 2? I к': - -։
ь

А - Л 2И j" 1' qta = q.J>

а
Эти формулы в цилиндрических координатах определяют предельное со
стояние неоднородной по толщине цилиндрической трубы при совместном 
воздействии внешних нормальных и продольных касательных сил

ՊԼԱՍՏԻԿՈՐԵՆ ԱՆՀԱՄՍ.ՍԵՌ ԿՈՆԱԿԱՆ ԽՈՂՈՎԱԿՆԵՐԻ 
ՍԱՀՄԱՆԱՅԻՆ ՎԻճԱԿՐ.

Ա. Ա. ԳՐԻԴՈՐՅԱՆ, 1Г. Ա. &ԱԴՈՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ււ ւ if

Լնէ1ւսւղո4էվււււ1 է պ / ա ռ տ ի կ ո ր !Հէւ անհամ ասեո կոշտ պլաստիկ կոնական 
ի»Ողովակների սա հմանային վիճակը արտաքին տարրեր բեռների դեպքում 
հ՚ուրւվակի նյութը անսեղմելի Հ և բավարարում /. 2 յուրեր-Մ իդեսի պա լմանով 
ւղրււաոիկուքէրէւն հոսունության տեսաթյան հավասարումներին •

[»սրումները ե տեղաւիոիուլթյունների ւսրադոլթ <ո»ններր արտահայտելով 
(1.6) տեսքով' բավարարվում են ո/րսստիկութ րււն It անսեղմելիության պայ
մանները» ի ((է) ե 'յ (6) ֆունկցիաների նկս■ տմամր ստացվել են ոչ֊դծային 
ֆունկցիոնալ հավասարումների սիստեմ:

ԴիւոԱււրկված են երեր խնդիրներ.
I. հոնական խողովակի սահմանային վիհակր արտուքին I» ներքին օդա֊ 

կալին լարումների ադդեցութ յան տակ» 2. հոնական իւէւղովակի սահմանային 
վիճակը արտաքին և ներքին օղակային չււ՚չափող և նորմալ րեոների ա»լ»լե- 
րությսւն տակ: 3. հոնական խողովակի սահմանային »էիճակր արտաքին I» 
' երրին րնղլալնա կան չոշս։ »ի ող և նորմալ րեոների ներքո:

Սաայյւէած են րեոների միշե կապեր, որոնց դեպքում կոնական խոդովա 
կր դսւնվում կ սահմանային վիճակում.

THE LIMIT STATE OF PLASTIC INHOMOGENEOUS 
CONIC TUBES

A. Ն GRIGORIAN. M. A. ZADOV AN

Summary

The limit state of plastic inhomogeneous conic tubes is investi
gated. The material of the tube is incompressible and satisfies the 
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equations of the theory of plastic yielding with the Huber-Mizes con
dition.

Strain and displacement velosities expressed through two unknown 
functions satisfy the plastic and incompressible conditions. From equili
brium equations for the unknown functions the system of non-linear 
differential equations is obtained.

The problems of limit state of plastic inhomogeneous, in thickness, 
conic tubes under: 1) internal and external ring-shaped shearing forces, 
2) external normal and shearing ring-shaped forces, 3) external normal 
and longitudinal shearing forces are observed.

The relations between loads are obtained under which the conic 
tube is in a limited state.
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