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СРАВНИТЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВЯЗКОУПРУГОСТИ

БУГАКОВ II. И ЧЕПОВЕЦКИИ М. Л.

Дается сравнительное исследование и сопоставление с экспсри.мен- 
։альными данными одномерных уравнении вязкоупругости: уравнения ти
на Больцмана и менее изученных уравнений - типа Работнова и типа Ше
йерн. Вводится понятие опорной программы нагружения, которая дает 
наиболее ценную информацию о точности того или иного уравнения вязко
упругости. Опорная программа выявляется с помощью численного экспери
мента при ступенчатых циклических нагружениях. 1 Тредлагается методи
ка, позволяющая более быстро и надежно выбрать уравнение вязкоупру
гости для конкретного материала. Показывается перспективность уравне
ния типа Работнова для аморфного стеклообразного полимера (полиметил
метакрилат) и уравнения типа Шепери для частичнокристаллического по
лимера (политетрафторэтилен) и металла (мягкая углеродистая сталь).

1. Для описания ползучести материалов при изменяющихся во време
ни напряжениях необходимы уравнения, которые достаточно хорошо согла
суются с результатами опытов при различных программных нагружениях. 
Важной проблемой является разработка методик сопоставления расчетных 
•։ экспериментальных данных и выбора уравнения вязкоупругости для кон
кретного материала.

В механике вязкоупругих материалов сосуществуют два подхода к опи
санию экспериментальных данных. В одном из них выбранное априори 
уравнение применяется к различным материалам и в случае необходимости 
модифицируется. В другом доминантой служит материал и для него под
бирается то или иное уравнение из выбранной априори совокупности урав
нений. Настоящая работа относится ко второму направлению.

При использовании второго подхода, прежде всего, представляет инте
рес сопоставление результатов расчетов по различным теориям вязкоупру
гости для различных программ нагружения. Кривые ползучести, построен
ные по нескольким теориям, рассргласуются друг относительно друга уже 
при простом монотонном нагружении образца, и при этом различные про
граммы нагружения оказываются неравноценными с точки зрения кон
трастности результатов. Представляется необходимым выделять среди 
других программу, дающую особенно контрастную картину. Такая про
грамма несет наиболее ценную информацию и может доставить решающий 
аргумент в пользу той или иной теории [1]; ее можно назвать опорной. 
Сравнительные исследования уравнений вязкоупругости проводились и 
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раньше, однако не ставилась задача выбора опорной программы нагруже
ния.

Ограничимся одномерными квази< татическими изотермическими про
цессами. Известно, что контрастную картину обычно дают ступенчатые на
гружения, среди них и находится опорная программа. К тому же, теорети
ческие кривые для таких нагружений строятся наиболее просто, а экспери
менты реализуются с помощью обычных машин для испытаний на ползу
честь или универсальных машин. Поэтому рассматриваются только ступен
чатые нагружения.

2. Сравниваются нелинейные наследственные уравнения: 
типа Работнова —

(2-1)
и

типа Больцмана —

(2.2)

типа Шеперн

։
~ ■ф՜ : 3(т)и

о

(') (2.3).?И')1 <*՜

где ч и £ — возрастающие неотрицательные функции, <р(0) — 0; /| — убы
вающая функция; и ! —убывающие функции перпогЬ аргумента и воз
растающие функции второго аргумента, равные нулю при п -= 0. £ — мо
дуль упругости.

Уравнение (2.1), как и (2.2). (2.3), полагается справедливым при мо
нотонных и немонотонных изменениях деформации ползучести, в частности, 
при возврате.

Уравнения тина (2.2) были независимо предложены Лидерманом 12|, 
М. И. Розовским |3|, Н. X. Арутюняном [4], П. И. Васильевым (5] и 
другими авторами. В работах [2, 6] доказано, что уравнение (2.2) основа
но на принципе суперпозиции Больцмана, поэтому его можно назвать 
уравнением тина Больцмана: оно исследовалось в работе [7].

Уравнение (2.3) [8- 101 более общее, чем (2.2). и при £ —СОПМ 
переходит в (2.2). Оно изучено значительно меньше, чем (2.1), (2.2).

Следует отметить, что все три уравнения позволяют учесть как меха
нически обратимую, так и истинную необратимую деформацию ползуче
сти— это зависит от асимптотических свойств функций /\. / /=• Действи
тельно. возможны два варианта:

/,(”) = ■{ °: /։(-, ») =!'’ .
I с, |с21з) 1са( 3)
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Согласно (2.1)—(2.3). после разгрузки п первом случае деформация по
степенно убывает до нуля (для уравнения (2.3) следует добавить усло
вие £'(0) 0); во втором случае деформация с течением времени стремит
ся к пределу, отличному от нуля. В связи с этим для учета остаточной де
формации нет необходимости добавлять в правые части (2.1)—(2.3) новые 
члены.

3. В численном эксперименте функции задавали в виде степенных за
висимостей; для получения сравнзгмых результатов они приняты таки
ми, чтобы при постоянных нагрузках деформации были одинаковыми:

/■. — an(t 1 зп‘(•:)

/з «л g [3 (?)] Sign р (т)] | о (т) |m

Легко проверить, что при постоянном напряжении j։ —s« = ;3.-a/f-- 
аГат. Из физических соображений следует, что о^>0,

т 1. Принято также к >■ 0. Модификация фугктим ? соответствует 
предложенной А. Р. Ржаницыпым [111.

Вычисления провели для ступенчатых циклических нагружений. пред
ставленных на фиг. 1. Напряжения изменялись в моменты i - I. 2, 3,.... 
принимая значения =0, 0 (программа А); о0, ■=, (Б); '3П з0 (В); '0, — з0(Г), 
где з0, о, — константы, о, =0,

Результаты расчетов для з0 — 1; s, - 1 2 ; а = 1; п 0,5; т = 
к = 2 представлены на фиг. 2 в координатах £ /. Поскольку мо

дуль упругости входит только в упругую деформацию, было принято 
Е — 1. На фиг. 2 штрнх-пупктирйыс линии —^(г), штриховые — £2 (/)» 
пунктирные — ®з(/). Сплошные линии — кривые ползучести при ' = 
= COnst = 30, Oj и — з0.

Наименее контрастной оказалась программа Г: е2 (f) s3(f)~5i(0
(уравнение (2.3) при четной функции g в случае программы Г прини
мает вид (2.2), так как в течение всего процесса g (=) = const). Для 
программ Б и В при более низком уровне напряжения имеют место 
неравенства г3 (02>ss(0?>si (0> а при более высоком £3 (/) ~ е2 (0 < 
<мо.

Результаты расчета для программы А показывают, что уравнение 
(2.3) не учитывает возврат (при g (0) = 0), а уравнение (2.1) по сравне
нию с (2.2) утрирует возврат. Если конкретизировать g (ст) так, что 
go (0) #= 0, то уравнение (2.3) будет учитывать возврат, однако слабее, 
чем (2.2).

Следует подчеркнуть, что взаимное расположение кривых ползучести 
не зависит от принятого аналитического задания функций и выбранных 
значений констант, отражая особенности рассматриваемых уравнений.
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Очевидно, что в качестве опорной следует выбрать программу Л как 
наиболее контрастную для нашей системы уравнений. Нагружение по про
грамме А широко применял в своих опытах на полимерных волокнах еще 
-Лидерман [2]. Гакие опыты были названы нм опытами на суперпозицию, 
поскольку кривые ползучести и возврата, соответствующие уравнению 
(2.2), для программы А легко строятся с помощью модифицированного 
принципа суперпозиции Больцмана [2. 4—7].

Следует заметить, что выбор опорной программы зависит от совокуп
ности уравнений вязкоупругости и что опорных программ для данной со- 
вокупнбети уравнений .может быть несколько.

4. Ниже предлагается методика выбора уравнений вязкрупругостн и 
даются примеры для двух полимеров аморфного и частичнокристалли
ческого,— деформируемых в области нелинейной ползучести, а также для 
металла’. Используются эксперименты [12 14], проведенные ко опорной 
программе А при 1- 4 циклах нагружения разгрузки. Учитывается, что 
у численном эксперименте по программе А при возврате кривые, рассчи
танные по (2.2). располагаются выше кривых по (2.1) я ниже кривых 
ио (2.3),

Методика выбора уравнений вязкоупругости заключается в следую
щем. С помощью экспериментальных кривых ползучести при постоянных 
напряжениях строятся графическим методом [7] теоретические кривые по

1 В рамках механики материалов можно отвлечься от обстоя гелычн, которые неиз
бежно влияют на окончательный выбор уравнении а механике конструкций, например. 
|.гжим действующих па конкретную конструкцию нагрузок, трудности математического 
решения краевых задач и т. д.
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уравнению (2.2) для конкретных .материалов к уровней напряжений. Если 
экспериментальные кривые возврата располагаются ниже кривых ио (2.2), 
отбрасывается уравнение (2.3). строятся теоретические кривые по (2.1) и 
затем и д двух уравнений (2.2). (2.1) выбирается более՜ точное. В против
ном случае отбрасывается уравнение (2.1), строятся кривые по (2.3) и вы
бирается более точное из уравнений (2.2), (2.3).

Результаты экспериментов ( 12֊14| по программе Л и расчетные гра
фики приведены на фиг. 3—5. Всюду экспериментальные кривые обозначе
ны жирными линиями, тонкие хинин кривые ползучести при постоянных 
напряжениях, остальные ֊—теоретические кривые, которые обозначены 
так же, как и на фиг. 2: при их построении полагали, что упругая дефор
мация линейно зависит от напряжения.

Данные на фиг. 3 относятся к аморфному стеклообразному материа
лу— полиметилметакрилату (Г1ММА). Опыты были проведены при одно
осном растяжении, температура комнатная [12]. В течение времени 
С (/( — 0,5; 1,5; 3 часа) на все образцы действовало номинальное напря
жение 350 кГ/см2. Затем, после быстрой разгрузки, образны отдыхали до 
момента / — 3 час., когда снова прикладывалась та же нагрузка (при 
Л = 3 час. образец повторно не нагружался). На фиг. 3 даны кривые по
вторного нагружения только для случая 1, 1.5 час.

Каждый опыт продолжался 4 часа. Кроме экспериментальных, на фиг. 3 
даны кривые по уравнениям (2.1). (2.2): функции (f и /, в уравнении (2.1) 
были найдены по приведенным в | 12] экспериментальным кривым ползу
чести при постоянных напряжениях (200; 250; 350: 450 кГ/см2). Видно, 
что экспериментальные кривые возврата располагаются заметно ближе к 
штрих-пунктнрньгм линиям, чем к штриховым. Следовательно, предпочте
ние следует отдать уравнению (2.1). Теоретические кривые ползучести 
при повторном нагружении располагаются близко друг к другу, и потому 
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результаты для повторного нагружения не изменяют сделанного выше вы
вода.

Данные на фиг. 4 относятся к частнчнокристаллнческому материалу— 
политетрафторэтилену (ПТФЭ), кружками обозначены эксперименталь
ные точки. Опыты были проведены при одноосном нагружении и длились 
по 480 час., температура 25° С [13]. В течение 240 час. образцы деформи
ровались при постоянных истинных напряжениях (5: 7,5; 8,5; 10 МПа), за
тем разгружались и изучался возврат. Экспериментальные кривые возвра
та располагаются существенно выше кривых по (2.2). При построении кри
вых по (2.3) экспериментальные кривые ползучести при постоянных истин
ных напряжениях аппроксимировали степенной зависимостью, а функцию 
£ нашли графически как коэффициент подобия между кривыми ползучести 
и возврата. Как видно, кривые по (2.3) хорошо согласуются с эксперимен
тальными.

Данные на фиг. 5, 6 относятся к мягкой углеродистой стали (темпе
ратура 500' С). Тонкостенные трубчатые образцы испытывались на кру
чение [14]. нагрузка изменялась по ступенчатым циклическим законам 
типа В, А. Г с периодом 2 час., исследования проводились в течение четы
рех полных циклов. Во всех опытах напряжение н перво)« половине цикла 
было одним и гем же; т, = 12.8 кГ/мм2. а напряжение т. во второй поло
вине цикла варьировалось (т. = 10: 0; —6.4; 10; 12.8 кГ'мм2). На
фиг. 5 даны результаты для программы Л. Пунктирные линии, соответ
ствующие (2.3), построены с помощью экспериментальной кривой ползу
чести при постоянном напряжении т,; полагали £ (0) — 0. Из данных на 
фиг. 5 следует, что опыты [14] наилучшим образом можно описать с по
мощью уравнения (2.3). Сделанному выводу не противоречат результаты 
относящиеся к программе Г. а именно к случаю, когда т. ~ — т, (фиг. 6). 
Напомним, что штриховая линия, соответствующая уравнению (2.2), совла
дает с кривой по (2.3). Несовпадение начальных участков кривых на 
фиг. 5, 6 объясняется в [ 14] индивидуальными условиями испытаний.

Следует подчеркнуть, что уравнения (2.1)—(2.3) не являются един
ственно возможными для рассмотренных материалов. 1ак. в работе [13] 
применяли отличные от (2.3) уравнения и также получили хорошее согла
сие с экспериментом.
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Выше для выбора уравнения вязкоупругости по данным опорных 
экспериментов строили теоретические кривые для конкретных материалов. 
При некотором навыке выбор можно произвести, не прибегая к таким по
строениям, а сравнивая результаты опытов по программе А с теоретиче
скими кривыми на фиг. 2.

Приведенные примеры показывают, что выделение опорных экспери
ментов позволяет более быстро и надежно выбрать из некоторой совокуп
ности уравнений вязкоупругости наиболее точное для конкретного мате
риала при одномерных нагружениях. Показана перспективность примене
ния уравнения типа Работнова к аморфному стеклообразному полимеру и 
уравнение типа Шепери к частичнокристаллическому полимеру и металлу.

Ա1հԱՈԱՄԱԾՈհՑ1’ԿՈ1<Թ:>ԱՆ Ո9 ԴԾԱ5ԻՆ ՀԱՎԱՍ11.Ր11հՄՆԵՐԻ ՀԱՄԵՄԱՏԱնԱՆ 
2եՏԱԶՈՏՈ1’ՄՈ

1՚. 1՚. ԲՈ1*ԴԱ«»ՈՎ. IT. Ա. Ց1։4|||ՎԵՏԿԻ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Տրվում Լ աոաձգամ ած/սրիկութ յան tTիttrշա էի Հավասարումների' թոլրմ/ո- 
նի u/եսրի և բիչ ո / սո ւ.մն ա սիրված 1եսւրոանով ի աեսրի ու Շեպերի աեսրի հավա- 
սարումների համեմատական ես/ս/դո տում ր: Մտցվում Լ հենակետային րեռ- 
նավորման ծրագրի գագափարր, որր կատարվում / թվային փորձի սդն/it- 

թյս/մր, աստիճանաձև ցիկլային րեոնա/իւրո/մների դեպրսւմ: Առաջարկվում Լ 
այնպիսի մեթոդիկա, որր թույլ Լ տալի и կոնկրետ նյութի համար ավեյի արադ 
և հուսայի րնտրել աոաձդամածոէցիկության հ ա վաս ա րու մներր ր հայց ի տրր- 
վում, որ (եարոտնովի աեսրի հավ ասարումներր հեռանկարային են ամորֆ ա- 
պակենման պոյիմերի ( պ ո չիմ եա իյմ ե/ո ակրիլատ ) համար, իսկ Շեպերի անո
րի հավասարոէմներր մասնակի բյուրեղային պո յիմ երի ( պոլիսէես/րաֆտորԼտի^ 
(են) ե մետադի (փափուկ ածի/ածնային պւ/ղպաա) համար/

A COMPARATIVE ANALYSIS OF NONLINEAR EQUATIONS OF 
VISCOELASTICITY

I. I BUGAKOV. M. A. CHEPOVETSKY

Sum m ary

A comparative analysis of one-dimensional equations of viscoela
sticity (the equations of Boltzman, Rabotnov, Shapery) is given. The 
concept of basic program of loading, revealed with the help of a nume
rical experiment with stepwise cyclic loading is introduced. A quicker 
and more reliably method allowing to choose an equation of visoelasti- 
city for concrete material is proposed. The perspective of the equations 
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of Rabotnov type for an amorphous polymer (polymethylmethacrylate} 
and of the equation of Shapery type for a semi-crystalline polymer 
(polytetrafluoroethylene) and metal (soft steel) is shown.
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