
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

«ՈխաէՓկա XXXVII. № I. 1984 Механика

ЛАМИНАРНОЕ ЭЛЕКТРОГИДРОДИНАМИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ 
УНИПОЛЯРНО ЗАРЯЖЕННОЙ НЕСИММЕТРИЧНОЙ

ЖИДКОСТИ В ПЛОСКОЙ ТРУБЕ

ПЕТРОСЯН Л. Г.

При движении жидкости со слабой униполярной электропроводимо­
стью и условиях внешнего электрического поля на частицы жидкости дей­
ствуют кулоновские силы, которые определенным образом меняют пара­
метры и характер течения {1|

Большое количество поляризованных молекул или атомов при их упо­
рядоченном расположении иод действием внешнего электрического поля 
приводит к макроскопическому эффекту электрической поляризации макро­
скопических частей среды [2].

При учете влияния поляризации вещества, наблюдаемого обычно в 
диэлектриках, тензор напряжений становится несимметричным [3]. В этом 
случае необходимо рассматривать моментные напряжения, то есть учесть 
вектор поляризации: механические моменты, действуюшне на частицы 
|з.4].

Обсуждение конструирования новых моделей в механике сплошных 
сред, в частности, жидких сред с учетом поляризации является весьма по­
лезным и актуальным [5].

Рассмотрению модели электрогидродннамики с несимметричным тен­
зором напряжений посвящена работа [6]

Неенмметричаая электрогидродинахика представляет собой обобще­
ние обычной классической электрогндродинамаки на случай, когда тензор 
напряжений является несимметричным. Она отличается от классической 
ЭГД системы уточнением напряженного состояния, .которое характеризует­
ся несимметричным тензором силовых и моментных напряжений.

В настоящей работе приводится решение задачи об элехтрогидродина- 
м и чес ком симметричном ламинарном течении вязкой несжимаемой струк­
турной жидкости с моментными напряжениями, несимметричным тензором 
напряжения и внутренней инерцией частиц в плоской трубе. В частности, 
рассматривается вектор поляризации диэлектрика.

I. Уравнения движения заряженной полярисованной 
жидкости

Рассмотрим течение несжимаемой поляризованной жидкости со слабой 
униполярной проводимостью.

Общая система уравнений несимметричной электрогидродннамики. в 
случае вязкой, со слабой униполярной проводимостью, несжимаемой жид­
кости имеет вид [6]:
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V-© = 0

— = ^р-‘-2Л7-( Х[2ш—V XV]+ — ?, Е
(11 р - • р

/— -2>Д7 х*-2и.)  + с0\/ (•; -о>) 2с/ •(7«)Ч2е/.”-(’^)в+с

ЪХЕ = о 

ф, 
-^■+^7 = 0 (1.1)

К этим уравнениям необходимо добавить обобщенный закон Ома [1.8]

/ = Р, (« - - кЕ\ — О.?' (1.2)

Здесь р — массовая плотность, р — давление, /—среднее значе­
ние момента инерции на единицу массы частиц,составляющих систему, 

V — вектор скорости точки, ш — вектор, характеризующий среднюю 
угловую скорость вращения частиц, из которых состоит точка конти­
нуума, V — кинематическая ньютоновская вязкость, ՝>г — кинематическая 
вращательная вязкость, с0, са — коэффициенты моментной вязкости, 
</(...)М— полная производная по времени, —пространственный 

градиент, (57x0' и (уш)֊) симметричные части соответствующих ди­

ад, (\7и)с и (\7е>)в антисимметричные диады. рг—плотность объем­

ного заряда в жидкости, Е — напряженность электрического поля, 

с —вектор массового момента, у —плотность тока, - электрическая 
постоянная, г — относительная диэлектрическая проницаемость, к- ко­
эффициент подвижности ионов, £) коэффициент диффузии ионов.

Явное значение массового момента с, учитывающего поляризацию 
жидкости под действием внешнего электрического поля, можно опредечнть 
по формуле [9]

(1-3)

где р — вектор поляризации на единицу массы.
В случае постоянного электрического поля для плотности поляриза­

ции имеем [9]

[■с= -^рХЕ

47



рр = [з'(0)4-:’(0)о>Х]£ (1.4)
где

Г (0) = 1։т е*  (<о0)/ю0
■х-,-0 |».Э)

Здесь «1։—угловая скорость вращения электрического поля, ։/(<оо) и 
ь" (й>0) — комплекс диэлектрической восприимчивости.

Согласно модели Дебая [9. 10]

г(0) = г(«)-у(0) (1.6)

Рассмотрим подобия электрогйдродинамнчсского течения.
Приведем систему уравнений (1.1) (1.2) к безразмерному виду. В 

качестве характерной длины возьмем Е. характерной скорости — И*.  ха­
рактерной угловой скорости — в качестве характерного электриче­
ского поля — Е.,, объемного заряда а механического момента, дей­
ствующего на поляризованную диэлектрическую жидкость в электриче­
ском поле.— С... Тогда для плотности электрического тока из выражения 

для / (1.2) получаем характерную величину /0 —
В качестве масштабов времени и давления примем соответственно 

Т=£/Ио и
Уравнения (1.1) и (1.2) в безразмерном виде запишутся так:

?>=0 (1.7)

^—= V?*  4֊ Т • (*̂) ‘'+-^Л7х[2^*-'7Х« ’] ■ ПФ
сПк R Кг

= — 7(^.,.>) + ^Л7֊( ^4-
сН* л. Г 1^0 R։!

+ + <Г9>R« М

^••Е*  = Р?; (1.10)

\7ХЕ*  = 0 (1.11)

/•=Р;(/?ру+£*)-й*7р:  (1-13)

Здесь

„ С_ р рк'~—։ Л--?Г’ ££=Т’
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R,=^. 
cd

R.^. M _VL, 
c. Co k^Ef

kE°L ₽- *£„  '

Заметим, что при R. =oe имеет место «вмороженность» заряженных
частиц у среду, то есть отсутствует проскальзывание заряженных частиц 
относительно нейтральных [8]. В магнитной гидродинамике при магнитных 
числах Рейнольдса — со имеет место вмороженность магнитных сило­
вых линий в вещество. В силу этой аналогии параметр называют элек­
трическим числом Рейнольдса [11].

Параметры (1 14) являются критерием подобия электрических тече­
ний.

2. Симметричное ла.минорное течение заряженной 
жидкости в плоской трубе

Рассмотрим установившееся ламинарное движение несжимаемой уни­
полярно заряженной жидкости под действием внешнего электрического по­
ля в плоской с непроводящими стенками трубе высотой 2/-. Пусть напря­
женность электрического поля, параллельная стенкам трубы, имеет вели-
чину Eq. Проводя ось х и плоско­
сти симметрии трубы (фиг. 1), 
имеем

vi = u(y), V. — 0, Ех const = 1
zzzz/zzzzz* VZZZZ////ZZ/-Zz //ZZ/ZZ/z

1

U . Е,
Еу ~ Еч (у)

= w(.v)> = 1%= о
I л=°

0

••77777W'

Фиг. 1.

(Обо.шачения для безразмерных величин сохраняем тс же, что и для раз­
мерных).

Все искомые функции в системе (1.7)—(1.13). кроме давления р. в 
случае плоскопараллельных движений жидкости зависят только от коорди­
наты у. Допустим, что градиент давления по оси л постоянен к тогда

р = —х + f(y)
Ох

(2.1)

Система уравнений (1.7)—(1.13) примет вид (для простоты обозначь 
ния для безразмерных величин сохраняем те же. что и для размерных)

др _ / 1 1 \ d'~u . 2
дх \ R Rr / dy2 Rr dy

др 
dy

SoeE,,

(2.2)

(2.3)

4 Идиес1Ия А!] .Армянской ССР. Механика, № I
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/ 1 1 \ <Р°> 4 ,1 2 </«

֊« = й. (2-э։
<*/

\£9 ֊֊ £> ^- (2-6)

Л = ?,(^//4֊1) (2.7)

Параметры £у и электрического поля рассматриваемой системы 
определяются уравнениями (2.5) и (2.6). Распределение скорости по по­
перечному сечению и. а также распределение скоростей вращения частиц 
։•» могут быть найдены путем совместного решения уравнений (2.2) и (2.4) 
при известном решении предыдущей системы. Уравнение (2.3) определит 
функцию /(у) из соотношения (1.16). и. наконец, при помощи соотноше­
ния (2.7) становится возможным вычислить плотность тока /\.

Из (2.5) и (2.6) найдем первый интеграл

Еу = 41)—* 4- С (2.8)

Вид второго интеграла зависит от знака постоянной интегрирования 
С [1].

11ри с < о

*,(?)=) -сф* (2.9)

Из (2.5) и (2.9) находим величину заряда при С < О

200 „»’(с.+У-сХ-)
Из (2.6) следует, что — нечетная функция и, следовательно, па оси 

грубы

£у(0) = 0 (2.10)

Из уравнений (2.8) и (2.5) с учетом (2.10) имеем

с - - 2РОД

где р2=г-,(0) — значение объемного заряда на оси трубы.
Для определенности можно считать заряды положительными, и. сле­

довательно, С <С 0. Исходя из решения (2.9) при отрицательном значении 
постоянной С. для обеспечения нечетности функции (?;) следует поло« 
жить С, = 0, тогда
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Е,(у) -- 1'г Ы/ '^У
’ 2и

•?

“И

(2.11)

(2.12)

Изменение давления в потоке, исходя из (2.3), (2.5) и (2.1), запишет­
ся в виде 

иля с учетом (2.11)

Р = + 5^18=1 ■ ֊4У <2-13)
<7Х ’ 2 и

Выражения для и и и) находим из (2.2) и (2.4) с учетом (2.12) при 
следующих граничных условиях (12]:

и = 0, «> = 0 при у = ± I (2.14)

В случае симметричного течения заряженной жидкости под действием 
электрического поля в плоской трубе уравнение (2.4) с учетом вектора по­
ляризации примет следующий вид:

Я, /г.4֊/?«/ Л _ /2 _ \ = (2>15)
2 /?„£<, <у2 2 / ду

где

Совместное решение (2.2) и (2.15). при граничных условиях (2.14). 
дает следующее выражение для скорости потока и:

R 4 R, Ф
и — — ֊ (1֊г)4

2 4-(/? + /?г)Ф дх

4/? ______ R_______ др 1 ей / — с!> Ху
'՜ R ^г4-(к-^г)Ф дх X бЬХ

+ 2^_А_
<5 R 4- R.

2к_________ ।
4 (/?4֊^)Ф* / <2 (а։ ехр (>•)—а2схр (— > ))Х

.. сЬХ — сЬлу , , ...X--------—-----^-(а1ехр(л) : а2ехр (-/))-
5П X
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Здесь

I >.ехр(-

2

2/5

(2.16)

\(1у -}-

/?Л[4- (£ + /?,)«.]
(R + /?,)(/?., 4- /?«/)

а։ = |ехр( - ZiZ)tg | 20^
о

Решение (2.16) переходит в классическое при 7г=0 (то есть
/?,-оо)[1] _

„ =-т _(!_<,) +2О-|п(.«у ~у['о։]/

Формула (2.16) может быть переписана в несколько ином виде. Из 
условия ч (0) = 1 (при = 0) получим*

* Для простоты примем ф 0.

и: 1
где

«1 = —
7?
2 дх

п2 = — 21) ~ Ineos|
<0^

‘25

Тогда выражение (2.16) переписывается в виде

‘2 R 1 с1т / — сЬ ' у !
R - R. ~

) Л , 1 I. ։
-р и-2 —------— ( I —1пС05| ---у п СО5 I/ I» 20՜ / г У.Г))
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/? Ор‘։ 
2/5 (ахехр (л)

- а2ехр (—>.)) сЬ >- сЬ /у («1 ехр (а) 4- а-: ехр (— /•)) —

/ ехр (— / <*у 4՜

| ‘ ехр(>։/)( ^ ехр(֊Ау)^|/ — уду^ду

(2.17)

Из (2.17) следует, что рассматриваемое электрргндродннамичёское 
гсче.ние складывается из обычного градиентного течения несимметричных 
жидкостей [12]. а также течения, вызванного пондеромоторными силами.

Значение ?°е объемного заряда на оси трубы может быть определено 
из условия, что средняя плотность тока в сечении трубы равна единице, 
что эквивалентно выбору характерной плотности тока в виде [ 1]

Уо 2£

.-де / — сила тока, проходящего через трубы на единицу ее глубины, 2/- 
расстояиие между стенками трубы.

Для простоты при определении будем учитывать только ток прово­
димости и тогда

7 ср

Учитывая (2.5), получим

£у(1)-£,(֊!) = 2(2

Отсюда, используя (2,11), получим выражение для определения

| ед
20 - I гед (2.18)

Из условия непрерывности £? (у) следует, что

2/9^2
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Обозначим

2-и 4֊^пЕ0О

и рассмотрим решения уравнения (2.18) при достаточно больших и доста­
точно малых значениях А.

При больших значениях А для определения р? имеем [1]

Л — X
' 2 2А

что позволяет рассчитать функции, входяшиг в (2.11), (2.12). (2.13), 
(2.16).

11ри малых значениях А для (Т имеем 11

։>° = 1 • <•

Распределения скоростей потока и величин заряда при чисто пондеро- 
моторном течении заряженной жидкости в плоской трубе (<Л 0) в зави­
симости от значений величины А для классических жидкостей подробно 
изучены в [1].

Как показали исследования, при достаточно больших значениях А за­
ряд почти полностью сосредотачивается в тонком пристеночном слое [1]. 
В связи с этим пондеромоториые силы становятся особенно большими в 
непосредственной близости от стенки, что приводит к резкому нарастанию 
скорости в окрестности стенки. Отсюда по мере роста силы тока эпюра ско­
ростей все более отличается от профиля распределения скоростей в отсут­
ствие электрического поля, в сторону ее большего заполнения [1|.

Так как ։л ■/,, са, са не отрицательны, то ■՛ действительное число.

Фяг. 2.

На фиг. 2 приводятся рассчитанные по вышеприведенной формуле
эпюры распределения скоростей для различных значений ՝*,/՝' ’ (при 7. I
А = 102). Как видно, скорость здесь меньше скорости для классических
жидкостей, где внутреннее вращение не учитывается.
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ՈՒՆԻՊՈԼՅԱՐ ԼԻ8ՔԱՎՈՐՎԱԾ ՈՉ ՍԻՄԵՏՐԻԿ ՀԵՂՈՒԿԻ ԼԱՄԻՆԱՐ 
ԷԼԵԿՏՐՈ2ԻԴՐՈԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ՀՈ11ՔԸ ՀԱՐ!*  ԽՈՂՈՎԱԿՈՒՄ

Լ. Դ. ЯЬЗГЛОЗЧХ

Ամփոփում

Լուծված են ոչ սիմետրիկ Լչեկտրս “իդրոդինամ իկա յի հավասարումները 
Հարք! խողովակում անսեղմ ելի րեեուսցած fl ու յլ ունքւպպյար հսւղորդականա ֊ 
իյամր հեղուկի սիմետրիկ րսմինար հոսքի ղեպքումւ

LAMINAR ELECTROHYDRODYNAMIC FLOW OF UNIPOLAR 
CHARGED ASYMMETRICAL FLUID IN A FLAT CHANNEL

L. G. PETROSIAN

S u in in a г y

The equations of asymmetrical electrohydrodynamics in the case of 
symmetrical laminar flow of incompressible polarized fluid with weak 
unipolar conductivity in a flat channel have been solved. It ss shown 
that the velocity of a stream for an asymmetrical fluid is less than the 
velocity of classical fluids.
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