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Рассматриваются задачи распространения волн огибающих квази- 
монохроматических волн малой, но конечной амплитуды в химически актив
ной газожидкостной смеси. Без учета пузырьков уравнения коротких волн 
получены и исследованы в (1,2], причем в [2] число химических реакций 
больше единицы, а для рассматриваемой среды те же уравнения в трехмер
ной постановке получены в [3, 4]. Общин метод получения уравнений, опи-
сывающих распространение модулированных волн (воли 
нелинейных недиссипативных средах, предложен п |5 8|, 
сипации — в [3. 9].

В настоящей работе приведены двумерные уравнения 

сгибающих) 8
а с учетом дис-

коротких волн
из которых методом медленно изменяющихся амплитуды и фазы выведе
ны уравнения моду \ яцнй с учетом эффектов диссипации. Проведены иссле
дования на устойчивость волн к малым возмущениях։. Показано, что в не- 
диссипативном приближении распространение волн как ь продольном 
(вдоль осн л), гак и и поперечном (вдоль оси у) направлениях всегда устой
чиво. Уч-.т эффектов диссипации усиливаеч устойчивость в случае попереч 
пых возмущений (в задаче самофокусировки узкого пучка) и может при, 
вести к патере уетойчийости при продольных возмущениях (в задаче сам? 
м оду л я и и и вол н ы ).

I. Уравнения модуляций в диссипативной среде. Рассматривается те 
чгнне химически активных вязких жидкостей с равномерно раскрсдеЛеивы 
ми газовыми пузырьками малых размеров. Изучение ведется на основе 
односкоростной МОДС-М). в которой скорости движения жидкой и газовой 
фаз одинаковы. Изменение состава газожидкостной смеси определяется 
притеканием одной химической реакции в жидкой фазе и характеризуется 
посредством параметра <1. называемом полнотой химической реакции. Пред 
полагается, что расстояние между пузырьками мкогз больше радиуса R 
пузырька г потому взаимодействием между ними пренебрёгается. Тогда 
уравнение пульсации одиночного пузырька описывается уравнением 
Херринга-Флинна, учитывающим сжимаемость жидкой фазы. Систему 
исходных уравнений возьмем и виде [10—12]

+ --div И = 0, 
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Здесь индекс I отнесен к параметрам течения жидкой фазы, индекс 2 —га

зовой фазы, параметры всей смеси индексов не имеют. Г’ {и. ?} — век
тор скорости частиц смеси, р - объем газа в единице объема смеси. с10— 
невозмущенная скорость звука в жидкой фазе. <? — средство химической 
реакции, ՝>.^ чк— стехиометрические коэффициенты в уравнении реакции, 
!1Х. ֊ химический или термодинамический потенциал, о — тензор вязких
напряжений, остальные обозначения об
щепринятые.

Вблизи состояния полного тер
модинамического равновесия ((?—- 0) 
связь между (2 и 7 возьмем в виде 
11. н]

А = _±н<э+... н>о (1.2) 
71? Т Фиг. I.

где г — время протекания химической реакции. Для замыкания системы 
(11)—(1.2) обратимся к соотношению Гиббса, записанному для удель
ной внутренней энергия 111]. Первые частные производные от энергии по 
независимым термодинамическим переменным представляют собой урав
нения состояния среды и являются тремя недостающими соотношениями 
Д’.Я замыкания системы.

В связи с учетом протекания химической реакции различаются квазп- 
замороженный и кпазиравновесный процессы распространения возмуще
ний с соответствующими скоростями звука с, и се. Для квазиравновесного 
процесса в системе координат (л՜,, у), связанной с волной, аналогично 
[1 4], путем упрощения исходной системы (1.1)—(1.2) можно получи н-- 
уравнение, описывающее нестационарное волновое движение в двумерной 
постановке [4]

() / Ои . 0и О'и
Охх \ 01 дхх

£2^

'2~ О1Г (1.3)
‘ дх] /
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Здесь х։ — д- — <?0/ и у координаты по нормали и касательной к 
волне (|ц| •-•£, |х։|— •&2,3, с։0 = со, индекс 0 отнесен к со

стоянию покоя,'* 'Но 1 — время протекания химической ре

акции при постоянном объеме и энтропии, | х |
£ — безразмерный малый параметр.

Видно, что дисперсия среды обусловлена лишь наличием пузырьков, кото
рые приводят также к увеличению коэффициентов диссипации и нелиней
ности. Уче химической реакции приводит к увеличению коэффициента дис
сипации.

При д. нныл порядках характеристик течения рассматриваемая область 
расширяется в сравнении с обычной областью коротких волн [1, 4], при 
этом для сохранения монохроматичности распространения полны диспер
сионный эффект должен преобладать над нелинейными, хотя влияние по
следнего существенно. При указанных предположениях уравнение (1.3) 
равносильно системе (1.1) и может быть использовано для вывода уравне
ния, описывающего модуляционный процесс — распространение поли оги
бающих. По существу аналогичный подход использован п 17| при получе
нии нелинейного дисперсионного соотношения для кноидальных волн ма
лой амплитуды из уравнения (1.3).

Ниже выведем уравнения, описывающие медленные изменения ампли
туды и фазы монохроматической волны малой амплитуды. Положим [13;

и = Ц>(е/, \։/) 4՜ 6\ехр (— ։^*7 /0) -|- £/[ехр( — ՝>!<Н -|-

֊7֊ £Лехр(—'2ч!е1 - 2/6) -|- (Лехр( — 2՝л<17 —2/6), 6 — кхх — ՛՛•/ (1.4) 

где Л''о действительная функция, описывающая среднее течение [5|, 
и՝., и> комплексно сопряженные с 1\, 12. функции, дифференциро
вание которых по координатам уменьшает порядок их величин, к, о> 
и 5 соответственно волновое число, частота и фаза певозмущенпой 
волны. Подставляя (1.4) в (1.3), приравнивая коэффициенты при оди
наковых по 0 степенях экспоненты и удерживая главные члены, по
лучим

ил (<■» Ь 7*’) 4֊ /— 4 / -֊-1 (֊ — 2Нк — 4Й'Л 4- 
дхх \ к /

1
к Ох.

() [<^ /О- / , а 7 24^1— — (Зм | 6тАг)—5 
Охх (Н ОХ1
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^^--аки<,и,-^ехр( 2->к21) и\и.. = О (1.5) 
2к ду-

24.. (ш т Ьк“ + 4;«’) - М} ֊ О

д /04^ । / о ; лл\ I / / Л— { —֊ 4֊ я ехр (— 2уЛ“/) \их ՝; ) 4- —------— = О
<7х1 \д( дхл / 2 ду-

Интересен отмеченный в [9] факт, что при у ~ 0. то есть для исходного 
уравнения Бюргера, также получаются уравнения модуляций для затухаю
щих Квйзимонохроматических волн. Согласно [13], приравнивая нулю 
наибольшим по порядку член в ( 1.5), в подвижных координатах получим 
нелинейное дисперсионное соотношение (0 = у А’՞. подстановка которого 
в (1.5) приведет систему к виду

- ЗД) ^4 -Т С"
\ 01 Охх ' дхх дх\ 2к Оу

— ֊1 £/, I2 их ехр (— 2Ч--7) Г I -֊— 41 Р ехр (— 2*А֊7) - 
бук 18-,'А'

(1.6)

д /Шо
Ох1 \ 01

г«ехр(- 2^=/) —г-^—1 
Охх / 2 Оу՝

= 0

В рассматриваемой среде необходимо выяснить имеет ли место сильная 
или слабая дисперсия, для которой в последнем случае образуются разры
вы и понятие квазимонохроматичности распространения модулированной 
волны теряет смысл. В неподвижной системе координат длина образования 
разрыва монохроматических волн есть величина порядка еб(заош) ՛ , 
а длина когерентности [14] — с0[՝'>(2А) -2<м(£)] и тогда условие от
сутствия разрывов есть яа0<^6*А‘-։ которое в силу принятых поряд
ков всегда выполняется. Здесь а.г— начальная амплитуда, ш(Д-)֊ 
— Сок — дисперсионное соотношение, записанное з неиодиижных 
координатах (х, у).

Решение системы (1.6) ищем в виде Ь\ = а(хх, у, () ехр (л-£, у, /)]• 
Тогда, отделяя действительную и мнимую часа и в уравнениях (1.6), 
для амплитуды а, фазы <р и £/0 получим, в основных порядках, си
стему связанных уравнений:

-з^ —
01 Ох,

-з^^- 
дх.

-3;А Со

4- Ыа 
Охх

/ Оа

ду

 2уА- да 
а с/х,

։ I д֊а

дхх дхх

2 Оу-/

2 * да д^

З-.ка^
Ох!

да

—ехр(- 2^0 = 0 
181-А”

0՝<Ь

и О‘.г1 1?*! дх\
+ ֊^֊ (Г7) 

а Ох\

2А- а ду-
— ехр ( 2^к‘/) 2ки0 - 0 
6'[к

4- ՝•&

2
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± № + 2։о схр (_ 2,ИЛ + = О
дх. \ 01 Ох, н 7 2 дуг

Полученная система в рассматриваемом приближении полностью описыва
ет эволюцию огибающей волн в диссипативной среде.

2. Устойчивость распространения волны. Вначале проследим за изме
нением а и <( в зависимости только от времени, то есть а = а (О. ф = ф (О- 
Интегрируя получаемые из (1.7) уравнения при начальных условиях: при 
/ = 0 а — о0։ <? — ф0, --- им, получим

° Ь <1 ~ ехР (~2^2/))
ап 18'; ՝A.J

3-к
'Р = ’Р0—“471п 1

а֊а3
18г£։ (I ехр( 2*к*П) - skU^t

При V -0 а-• а,и а при /— ՝, в отличие от недиссипативного реше
ния, амплитуда волны уменьшается. Учитывая полученные значения 
а (/) и <?(/)» положим в системе (1.7)

а = a(t) -ЬаДхр у, Z), ?==<?(/) 4- <?t, == 4֊ (2«1) 

где l.\h: const, а1։ Z7ftl — малые возмущения. Подставляя (2.1) в 
систему (1.7) и линеаризуя ее относительно малых возмущений, по
лучим

-З-к—!pJ f* •
г. а д.Ху * oxi ՛ 2k Оу՛ ՛ дхх

* d2at , <r<r:v
а Рх\ b-]7<*

о։ехр(— 2v/.-7) О

д ։ 3^kdzal _ сс _ 2^к_ дах
(Н ' дхх а дх\ 2акду2 а дх} (2.2)

+ аА °։ехР(- 2^2/) - ^^01 =֊ °
Ох 1 3 ■; к

Л / 1^0 2aQ Ln_L ех (_ 2^-^) • _|_ 
дхх \ dt Ох.

со (f" ^'oi __ Q
2 ՛

Ввиду медленного изменения экспоненты на длине волны и в течение 
одного периода для возмущенных параметров примем

а, — сд ехр (/£), «?։ = с2ехр (/7.), Uox ----- c3exp (iL) 

L = Кх, Ру - (2.3)

где ct = const. Q. Л, Р— частота и компоненты волнового вектора возму
щенной волны, являющейся фронтом волн огибающих. Подставляя (2.3) 
в (2.2). относительно коэффициентов с, получим систему однородных урав
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нении, откуда из условия нетривиальности решения выражение для часто
ты й запишем в виде

2 -f- З^К rÂ2 - /— rexp ( Ък֊Р, =- 
4yk 

rF
16 7Ч2

exp (— 4*А՜/) ֊!•• I2 — IT exp (— 2v£2f)

; 4aW 
22K-c0P2

exp (— 2vk՝t) (2.4)

!^I^2hkKt /0֊ 3ykK2-^P\ a'g? 
3-[A-

В подкоренном выражении из (2.4) последнее слагаемое связано со сред
ним геченнем, поэтому в нем Й можно заменить значением, получаемым из 
линейной теории геометрической оптики, то есть положить й ~ - Зук-К.

В частном случае, когда жидкая фаза невязкая (11 = 0) и несжимаемая 
(1/с... = 0), химическая реакция отсутствует и поэтому V ֊ 0. Тогда в 
(2.4) а = а и условие действительности величины й дает

/?֊V 4^кК2
(2.5)°6^Ч с0?2

Из физических соображений очевидно, что величина К модулированной 
волны меньше величины А монохроматических волн, то есть К <Z k. Поэто
му нетрудно проверить, что как при поперечных (Л’ = 0. Р 0). так и при 
продольных (Л' 0. 1՝ =- 0) возмущениях условие (2.5) всегда выполняет
ся. то есть в недиссипативных средах распространение волн огибающих 
устойчиво к малым возмущениям.

В общем случае v Она силу комплексности Й условие устойчиво
сти запишется как ni й 0. При упрощении выражения (2.4) ограничим
ся главными членами порядка v. При поперечных возмущениях (/< ~ 0) из 
к24) нетрудно заметить, что оба условия устойчивости Ьи й 0 и (2.5) 
тождественно удовлетворяются, то есть учет диссипации усиливает устой- 
чиврсть распространения модулированной волны. При продольных возму
щениях (F 0) для удовлетворения условию 1п1Й^ 0 потребуем, чтобы 
мнимая часть левой стороны соотношения (2.4) по абсолютной величине 
превосходила мнимую часть правой стороны и тогда, после вычислений, 
придем к условию

К' -- ехр (— 2՝‘k't} > kl 2К՝2 4—— ехр (֊ - 2՝tk'ii)\ ;< 
4ук \ Зук /

<(№ -^-ехр(— 2^к‘()\
\ Зук /

Правая часть полученного неравенства больше 2А’Л, поэтому усиленным 
условием неустойчивости явится соотношение
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№+— ехр(-2***0 <24-А 
4?*

Итак, в случае продольных возмущений модулированная волна з одномер
ной нестационарной задаче (задача самомодуляции). являясь устойчивой 
в неднссяпатнвной среде, может потерять устойчивость в диссипативной, 
причем даже в отсутствие вязкости возможна потеря устойчивости при 
учете химических реакций, протекающих в среде.

3. Са.иололудяупя водны в недиссипатианой среде. Рассмотрим задачу 
о самомодуляции волны, для которой в системе (1.7) производными ио у 
пренебрегают. 11олагая V ֊ 0 и считая, что среднее течение, характеризуе
мое функцией С'., обусловлено основным волновым движением [51. в 
третьем уравнении системы ( 1.7) можно полагаю д/д( З-'к՝ д!дх1 и полу

чить — ^а-{3ук՛՛) \ Исключая А'о из системы и переходя к коор
динате р — (.г, З՛'/.'՜/) (б^*) приведем систему (1.7) к виду

да а да д& _
д( 2 др." д’«֊ ди.

.0? +_Е^_±/Ау_«Д1 = 0 (3.1)
д1 2а 2 \ ио ) 6-к

Рассмотрим задачу об эволюции волны, первоначально заданной в виде 
гауссова профиля:

где а0, з0 начальные амплитуда и фаза волны при —О, и — 1/А0—
начальные ширина профиля и „кривизна“ волны в пространстве вре
мени. Наличие А^ приводит к расстройке монохроматичности началь
ного фронта, описываемого для малых ! уравнением ы/ кхх ֊֊֊ <0 
— лГ(12у4Ай) . При А(,2>0 (Ао<^0) фронт волны ускоряется (замед
ляется), при этом, как будет показано ниже, за счет /?0 волна стре
мится демодулироваться (самомодулироваться).

Решение системы (3.1) ищем в виде

’-'"-ТЙГ- '~т п
Здесь функция / (»’) характеризует степень сжатия профиля волны, причем

—— = — $ . /(0) = 1. « — (3.3)
/?(/) /Л <Н Ао

Подставим (3.2) в (3.1) и в нелинейном слагаемом возьмем первые два 
члена из разложения экспоненты по малым и. Далее, приравняв нулю вы
ражения при одинаковых по и степенях, после интегрирования и учета на
чальных условий (3.3) получим
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Интегрируя полученное уравнение, находим (?/ = т 4- п ■ г)

-{ У^2- т/~п ֊ V г т 2/МУУ/8-т/֊п) 4-2ТУ/- т 
/V 23,2 2} Мг 4- л» + 2п +■ 2г

(3.4)

Если первоначально заданная волна выпуклая (^0> 0), то есть 
в силу монотонности функции / и согласно (3.3) > 0, то в ре
шении (3.4) необходимо брать верхний знак и тогда / начинает сразу 
возрастать от значения / 1 до бесконечности, при этом происходит
процесс демодуляции (расплывания) волны (фиг. 1, ветвь ЕА).

Если же первоначально заданная волна вогнутая (/?о<^О), то 
есть то в (3.4) необходимо брать нижний знак и тогда
(ветвь ЕС) функция / начинает убывать от / = 1 (при ( — 0) до /х, 
где 0<С/։<С1 есть корень уравнения /V/-' — т/ — п 0, при этом 
происходит процесс самомодуляции (сжатия) волны, продолжающийся 
до момента

1г т . р 4Л/л 4- лг
Л' 2Л3՛՛2 2 р /Уг + т + 2п 4-2г

В момент ( вогнутая волна становится плоской, далее выгибается 
в сторону выпуклости, и начинается процесс демодуляции (ветвь С1У), 
при этом функция / начинает возрастать от / = /։ до бесконечности. 
Решение записывается, подобно (3.4), через элементарные функции и 
потому не приводится.

Необходимо подчеркнуть важность учета среднего течения, оказываю
щего дсмодулирующее влияние на характер эволюции волн огибающих в 
нгдиссипативной среде, в то время как при его отсутствии распространение 
волны может иметь волноводный характер [15].

4 Оссси.м метричные узкие пучки в диссипативной среде. При рас
смотрении стационарных двумерных задач о пучках необходимо учесть, 
что изменения параметров течения по касательной к волне превосходят ил 
изменения поперек волны, поэтому в системе (1.6) вторыми производными 
по * можно пренебречь в сравнении со вторыми производными по у. Об
ратный переход от координат (х,. у, Г) к неподвижной системе координат 
(х, у. О дается соотношениями

о О С
— =----- 4֊с0 —
Ы у Ы „ их у. / ^Х1 V. / (}х

(4.1)
у. (

Подставляя (4 1) в (1.6), пренебрегая производными по / и полагая, что
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среднее течение обусловлено квазимоиохроматическим распространение»! 
модулированной волны — волны огибающей квазимонохроматическнх воли 
из второго уравнения системы (1.6) нетрудно заметить, что | (՛'. | — гс 
есть в рассматриваемом приближении взаимодействия между основными и 
средними течениями не происходит, что неявно было учтено в [3]. Сис ге
ма (1.6) для комплексной амплитуды сведется к уравнению

б'г/гс-о

1 / п д1./\ 
й\у~ду

Ысх\ /.

Со
|^ГЦ-о (4.2)

' а"

37

где п 0, I соответствует плоскому и осесимметричному течениям. По
скольку, согласно и. 2. распространение волны устойчиво к малым попереч
ным возмущениям, естественно ожидать, что учет диссипации усилит про
цессы эволюций пучка, изученное при V — 0 в [3]. Действительно, пола- 
гая .՛? = I и отделяя 
ведем его к системе

действительную и мнимую части уравнения (4.2). при-

= 0-1- ֊ (' 1 ду 1- \ 1 1 . Оа д<? л-ча3՝ 2՝>к"х
Ох

9.к ։
У <>У ду։ / к ду ду 187^с0 к С|> .

1 /' 1 да .! ^0՝\ 1 Й / \2 г-а: / 2^Х\
дх 2аИ

у Оу
Оу֊) \ду/ а 1 СХР( б7^с0 \ с0 /

(4.3)

Следуя | 5. 16]. решение системы (4.3) ищем в виде

а = -^- 
/(х)

У'к
2/?(х)

(4.4)

где а.,— начальное значение амплитуды волны на оси пучка, у. — началь
ное значение ширины пучка, / (х) — безразмерная функция, характери
зующая степень фокусирования пучка, причем / (0) = 1, R (х) — радиус 
кривизны волны, О (х) — фаза волны на оси пучка.

Подставляя (4.4) и (4.3). удержим в разложении для экспоненты при 
нелинейных слагаемых первые два члена. Далее, приравнивая соотношения 
при одинаковых по у степенях, из первого и второго уравнений системы 
(4.3) соответственно получим

(4.5)
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Здесь не выписано уравнение относительно фазы о (х). Учитывая, что на 
расстоянии порядка длины волны эффекты диссипации слабо влияют па 
распространение волны, можно полагать ехр (— 2v/e2x/cq) ~ const — 1. 
Тогда, исключая R из системы (4.5). определяя постоянную интегрирова
ния из условия

df{0) 1 aW 1 1I х - 0 /(0) = 1, ֊-— = -$֊ -

относитедьно функции / получим уравнение

Подобное [3] исследование уравнения (4.6) показывает, что для пер
воначально всех выпуклых (/?., > 0) и вогнутых (/?., <. 0). удовлетворяю

щих условию ! А’оО 18-։7гс0(^а(:-) ', сразу начинается процесс де
фокусировки пучка, а для вогнутых волн, удовлетворяющих условию 

имеет место схождение пучка, продолжаю
щееся до координаты

х* ■= 6о’(1 - >-о)‘/(*«) = 'о ~-£оЬо' < 1

Отсюда нетрудно заметить, что величин.! л, меньше значения л„ без учета 
диссипативных эффектов, то есть учет вязкости и химической реакции при
водят к увеличению меры фокусировки пучка.

Таким образом, если пучок начинает сходиться, то диссипация уве
личивает меру схождения, а если пучок расходится, то она увеличивает ме
ру его расхождения, что согласуется с выводами п. 2.

Рассмотрим числениьш пример задачи, в которой имеется схождение 
пучка. Для типичных значений = 1 г/см3, - 0,1, ••-= 0,01 см,
* =-■ 0,1 см'7сек, /с= 1 см ’, ?=10, у0 | 3 см, R (0) — 3 см, получим: 
; = 0,5 см’Усек, с0 3000 см/сек. Полагая а0 = 18 см/сек, вычисляем 
координату фокального пятна х* = 1,8 см и меру фокусирования 
>о=О,7.

В заключение отметим, что используемое нами уравнение пульсации 
изолированного одиночного пузырька применяется в современной научной 
литературе [10, 12, 17, 18, 19]. С другой стороны, для немалых концентра
ций газа необходим детальный учет взаимовлияния пузырьков и, тем са
мым, более точный учет диссипативных эффектов, в которых преобладаю
щее место занимает тепловая диссипация на границе раздела фаз '2 . 2 г. 
Целью настоящей статьи является развитие методов теории модуляции 
волн применительно к газожидкостным смесям. Подобные методы приме
нимы и к более реальным моделям сред.
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II. մ փ 11 փ n ւ մ

չափսերի դա դային պղպջակներ պարունս։ կող քիմիապես ակտիվ 
մածուցիկ հեղուկների խառնուրդում դիտսւրկված են փոքր, բայց վերջավոր 
ամպլիտուդա ունեցող աքիրների տարածման խնդիրներւ Խառնուրդի բաղադ
րության փոփոխությունը որոշվում Լ հեղուկ ֆաղայում մեկ քիմիական ռեակ
ցիայի րնթանմամբւ ենթադրված Լ, որ դիտարկվող թույլ ոչ գծային միջավայ
րում դիոպերսիայի և ղիսիպացիայի էֆեկտները կական են։ Դանդաղ փոփոխ
վող ամ պլիտուդայի և ֆաղայի մեթոդով կարե ալի բների Հավասարումներից 
դուրս են բերված մոդուլացիայի հավասարումները։ ttntjg Լ արված, ։ւր դի- 
սիպացիա յի րացա էլ այության դեպքում ինչպես րնդլա յնա կան այնպես !,լ 

Լ րկսւ յն ական ո ։ դղո ւթ յո ւնն ե J! ո վ ալիքների տարածում ր միշտ կայուն կ, մինչ
դեռ ղիսիպացիայի հաշվառումր բերում է ընդլայնական կայունության կորստիւ 

ձետաղոտված են սղիրի ինրնամ ոդուլյացիայի և նեղ փնջերի Խնդիր
ները։

THE EVOLUTION OF QUASI-MONOCHROMATIC WAVES IN A 
GAS-FLUID MIXTURE WITH RELAXATION

A. G. BAGDOEV. G. G. OHANIAN

Summary

The problems on propagation of weak shock waves in a mixture of 
chemically active viscous fluids containing small bubbles of gas are con
sidered. By the method of slowly changing amplitude and phase from 
short wave equations, the nonlinear equations of modulations are dedu
ced. Investigations concerning the stability of modulated wave upon 
small perturbations are carried out. The problems of wave self-modu
lation and narrow beams are investigated.
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