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1. Строится система однородных решении первой краевой задачи ста­
тики для полупространства, составленного из конечного числа упругих 
слоев. В качестве одного из слоев рассматривается подстилающее полу­
пространство. Предполагается: 1) материал каждого из слоев изотропен 
или трансверсально изотропен, причем плоскость изотропии параллельна 
поверхности полупространства. 2) материал каждого из слоев однороден 
или неоднороден по толщине, подстилающее полупространство однородно 
и изотропно, 3) слон спаяны на границах или поверхности контакта иде­
ально гладкие, 4) границы слоев параллельны границе полупространства.

Полагается также, что разработан алгоритм построения неоднородных 
решений той же краевой задачи, Здесь используются результаты, основан­
ные на общих решениях трехмерной задачи, приведенных в [I], 12].

Указанные решения. следуя С. Г. Гутману | 3], записываются в виде 
суммы слагаемых первого н второго рода. В слагаемом первого рода, опре­
деляемом функцией II, обращается н ноль вращение в решении второго 
рода. Определяемом функцией /- перемещение напряжение и объем­
ное расширение (ось < нормальна плоскости изотропии).

В пределах слоя имеем

м (и,.) — Е -г</•»/-. V (щ) = — О

О2 — оператор Лапласа на плоскости, Е, Е, модули упругости в плоско­
сти изотропии и в направлении оси г. V, — коэффициенты Пуассона: 
(• модуль сдвига в плоскости, перпендикулярной плоскости изотропии.

23



Функции II, L удовлетворяют уравнениям

д /
dz \

₽„Д'П + О’JX ( 2Р„ + -L) + II 1 + 4 (s„ 4֊')=О
I dz \ G / dz dz* | <>z2 3 \ dz- /

2. Однородные решения также различаются первого и второго рода.
Решения первого рода записываются в виде

G—\ + GD-L=Q (1.2)
dz /

Зависимости, аналогичные (1.1), (1.2), были получены в | I ] для не­
однородного слоя (при экспоненциальном законе изменения упругих харак­
теристик по толщине). В [4] указанное ограничение для изотропного слоя 
снято и учтены объемные силы.

Уравнения для определения функций II и /. разделились. В [2] пока­
зано. что условия на границах слоев для этих функций также отделяются. 
При полной спайке зон на границах слоев ставятся условия непрерывности 
функций /։, w, <։_, т (решения первого рода) или L. s (решения второго ро­
да). При идеально гладких контактах на границе слоев г = s = ().

На границе полупространства з, = /)՝ т = т„; .$ = 5„, где

4- d.t^ Dzs0 = d2(x —

/?. С. — интенсивности нормальных и Касательных поверхностных сил.
4 аким образом, решения первого и второго рода для многослойного 

полупространства могут рассматриваться независимо.
Из изложенного следует, что расчет слоистого полупространства рас­

членяется на два самостоятельных этапа. На первом этапе решением крае­
вых задач определяются функции з<։ т, W. 1', L. S, которые удовлетворя­
ют инвариантным зависимостям, (1.1), (1.2) и граничным условиям; на 
втором этапе простым дифференцированием выражаются функции

V, ея, еу, (er, е? fr0). Напряжения од, оу, ֊.^ (зг. з„ и дефор­
мации fxr, (Tri. 70f), которые на границах слоем претерпевают 
разрыв непрерывности, вычисляются для каждого из слоев в отдель­
ности по преобразованным формулам закона Гука.

Известные неоднородные решения краевых задач получены с помощью 
преобразований Фурье или Фурье -Бесселя. В литературе описаны раз­
личные способы определения трансформант искомых функций. Здесь ис­
пользуются решения [5—7]. Во всех случаях задача сводится к решению 
системы алгебраических уравнений для вычисления параметров, которыми 
определяются трансформанты искомых величин. Например, в методе пере­

мещений [7] такими параметрами являются величины wj, /•;, (решения 

первого рода) или Lj (решения второго рода), где /7, wj, L) зна­
чения трансформант функций /•’, to, L на границах слоев. Значения 
тех же функций в промежуточных точках определяются решением 
краевой задачи для слоя.
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(2.1)

где Ф$==Ф*(х, //, 7Д.) или Фа -֊ ФА (г, б, •, J —(функции, удовлетворяю­
щие уравнению

= Т2ф, (2.2)

При этом в решениях трехмерной задачи и двухмерных (плоской и 
осесимметричной) различаются лишь функции Фа. Формулы для опреде­
ления функций с точностью до множителей совпадают с выражениями 
для определения трансформант функции II |5—7], если произвести замену 
* — Па-

I очно так же формируется матрица канонических уравнении, связы­
вающих параметры, входящие в решения краевых задач для многослойно­
го полупространства.

Здесь числа *։\— корни определителя, составленного из коэффициен­
тов указанных систем канонических уравнений.

Например, для двухслойного полупространства, если материал каждо­
го из слоев изотропен и однороден, имеем

/п (sirr^A— 77/г) ֊ -֊-(274Л - sin 2*хЛ) =0 (2-3)

или

2 (1 ֊ v) 4- 2 (т 1) [ I ֊ v - ехр (- 2/\ Л) (1 - •<;/?)]

_ (т-рЧ$-4>) ехр (_ } ( s.n3 : . _ = 0 (2 4.
2(1 —V)

Равенство (2.3) составлено при т, = 0, равенство (2.4)- при полной 
спайке слоев. Уравнение (2.3) при любом т имеет счетное множество
комплексных корней. Уравнение (2.4) не имеет решения при т — | (одно­
родное полупространство).

В предельных случаях имеем

при гп — со sin2 •;*/։ — <|Л։ — 0 (2.4')

ш=0 (3 —4v)sin4TkA -<JA*-4(l-v)2 = 0 (2.4")

Уравнения (2.4'), (2.4") также имеют счетное множество комплексных 
корней. 1п же имеет место, если числа гп и 1/тл—малые параметры. При 

близком к единице, вычислительный процесс неустойчив.
Однородные решения первого рода обладают свойствами обобщенной 

ортогональности [8]. Свойства решений теории изгиба слоистых пли г 
установлены в [9], при непрерывной неоднородности материала эти спой 
ст-ва изучались в [10]. Зависимости, приведенные в [9] и [ 10]. предпо­
лагают полную спайку слоев.

11а основании теоремы взаимности работ можно установить, что усло­
вия обобщенно։։ ортогональности эквивалентны одному из приведенных 
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ниже равенств, которые справедливы для многослойного полупространства 
при полной спайке слоев и при гладких контактах

(2.5)

где j обозначает суммирование интегралов по всем слоям, включая под- 
/

стнлающес полупространство.
Равенство (2.5) имеет место при плоской деформации, равенства (2.6). 

(2.7), если напряжения и перемещения пропорциональны cos nfl (sin nil).
Зависимости (2.5). (2.6), (2.7) выражают разновидность теоремы 

взаимности работ, которая присуща только однородным решениям. При 
рассмотрении конкретных задач они предпочтительнее зависимостей, при­
веденных в [9|, [ 10], содержащих операторы функций и <рм, так как до­
пускают физическое толкование этапов решения и оценку отдельных ите­
раций.

Равенства (2.5), (2.7) могут быть представлены в виде

2 (2.8)

Решения первого рода для слоистого полупространства можно фор­
мально пополнить слагаемыми с непрерывным спектром собственных чисел. 
Эти решения, в отличие от рассмотренных выше, вырождаются в пределе 
в решения для однородного полупространства. Ниже показано, что соб­
ственные функции этого класса нс могут быть использованы для построе­
ния решений краевых задач, удовлетворяющих условиям единственности, 
ИХ СПОЙСТйа лишь полезны при рассмотрении вопросов о корректности по­
становки этих задач. Эти вопросы в первую очередь возникают при рас­
смотрении деформации областей, выделенных из однородного полупро­
странства.

Собственны« функции первого рода для однородного полупростран­
ства по-прежнему записываются в виде (2.1), (2.2) с заменой 7к ‘7- Функ- 
пня q определяется равенством



? = = Л։ (т) <?J Ы т A G) Те (7Z) (2.9)

?i(*TZ) ~ I2sin 1 г> ?2(fz) ~ •'■in \z— -fzcosfz (2.10)

Функция % обладает свойством, родственным обобщенной ортого­
нальности

г ։,։ , . (vd.
. ., I и Т1> ' I го \ и» / «*J Öz' Uz* 

V
~ М։С;)^։(7։) + A(i)A.(f։)IMv(2.11) 

где ’фиксированное значение переменной £(•;— ֊ дельта-
функция.

Условиям „ортогональности“ удовлетворяют также функции 
?1Мг = 0) и ?2 (А 0). Функции ?, и <?2 взаимно не „ортогональны“.

Решения указанного класса, построенные для слоистого полупростран­
ства, обладают всеми свойствами, отмеченными здесь и в дальнейшем при 
рассмотрении однородной среды, так как они содержат, в пределах подсти­
лающего полупространства, функции <р„. Естественно, что условия «орто­
гональности» при этом усложняются, однако здесь эти решения не выпи­
сываются, так как они в дальнейшем не используются.

Напряженное состояние второго рода существенно зависит от условий 
на границах слоев. Если на контактных плоскостях отсутствуют касатель­
ные напряжения, слои деформируются независимо. Этот случай здесь не 
рассматривается. 11ри полной спайке слоев однородные решения второго 
рода записываются в виде

/. = »I- (Ь 2)ф» (2.12)

где Ф;: — функция, также удовлетворяющая уравнению

£)֊ф* = ;Ч>* (2.13)

Формулы для определения ՝Г также с точностью до множителя совпа­
дают с формулами для определения трансформант функций L. полученны­
ми при построении неоднородных слагаемых, если в них произвести замену 
V - ֊7.

Здесь спектр собственных чисел только непрерывен. Функции Чг обла­
даю՛» свойствами

р։г(ъ 'И(ъ. -)^=<"(ъ)«(т л>> (2-14)

/
где 6 (у у,) по-прежнему дельта-функция.

При этом функции ՝И(у, 2) могут рассматриваться как ядра интеграль­
ных преобразований. Формулы обращения имеют вид:

сс оо

/(-)-р(рч-(Т, 2)rf7, Ä(l) = -J_J/(-)4-(-, .-)rfz (2.15)

V II
Способ построения формул обращения указан В. XI Бабнчсм.
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3. Решения краевых задач для областей. выделенных и,- многослойно­
го полупространства. представляются суммированием однородных слагае­
мых. Можно указать задачи, при решении которых уравнения для опреде­
ления коэффициентов при однородных слагаемых отделяются или для их 
определения можно построить итерационный процесс В качестве примера 
рассматривается деформация слоистого (однородного) полупространства с 
цилиндрической выемкой (ось цилиндра нормальна к границе полупро­
странства). При осесимметричной деформации на иилнндрмческон поверх­
ности (г - а) дано

и, = и^), 'г) а /,в(г), | 0. Гип «0 0 (3.1)

Осесимметричная деформация многослойной обл а» ти рассматривалась 
п [ II]. Авторы ошибочно полагают, что ими получено решение, удовлетво­
ряющее условиям (3.1). В действительности. это решение позволяет удов­
летворить неоднородным ус товиям на границе полупространства, а при 
г — а равенствам и, 0. . 0.

Для однородного полупространства с цилиндрическим отверстием по­
ставленная задача решена н (12]. В данной работе деформация однород­
ной области рассматривается с цгхью более полного изучения свойств 
функций с непрерывным спектром собственных чисел

При осесимметрично»՜։ деформации в решении сохраняются елягаемые 
первого рода, причем вспомогательная функция II для однородной области 
записывается в виде

ТО

11= (3.2)
О

где фо (уг) функция, определяемая формулой (2.9). К., (у/՜)— функция 
Макдональда.

Граничные условия принимают зид

։ *■
Л = \ (3.3)

п 0
ос

- Н- г» “ - Г ** < - «> <3-4>

1 — 1 — т с| дг
о

Из (3.3). (3.4) вытекает равенство

ОО ОО
/>.(Т.)- р.(70)</1</х (3.5)

где
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Л(7.) =- ֊֊ Л. I а*У 'г±- I- 7’ГоМъ*)! Чг (3.6)
,) I 1- г 1—7 ] дг1
о

7>— по-прежнему фиксированное значение переменной у.
Установим что решения поставленной краевой задачи, использующие 

функции <[,. с непрерывным спектром собственных чисел, не удовлетворя­
ют условиям единственности.

Действительно, доказательство теоремы единственности основано на 
выражении потенциальном энергии, заключенной в твердом теле с помо­
щью формулы Гаусса. Если напряжения и деформации суть разности соот­
ветствующих величин, определяемых функциями ф ’ и ф**. то потенциаль­
ная энергия, заключенная в полом цилиндре с радиусами а и г (г про­
извольно). выражается расходящимся интегралом, формула Гаусса при 
этом теряет смысл, а условие единственности не выполняется.

Здесь не требуется построения полного спектра решений поставленной 
краевой задачи. Следует лишь различать два случая. В первом существу­
ют решения, определяемые функцией <|, что свидетельствует о некорректно­
сти поставленных условии; во втором случае решение, использующее соб­
ственные функции данного класса, выражается расходящимся интегралом. 
В этом случае граничные условия допускают построение единственного ре­
шения, но оно не может быть получено указанным путем. Этот второй слу­
чай исследован в [12}.

Для указанных целей достаточно получить любые решения, удовлетво­
ряющие необходимому условию (3.5), например, решения, определяемые 
функциями <р, и фт, Из (2.9). (3.5) и условий - ортогональности» имеем

■41.2(7)= (3.7)

где Д'.') — функции, определяемые (3.6) при замене ф0(т) на (•') 
ИАИ^(Т).

Рассматриваются примеры. В первом примере дано:

«о=О. То — 70а2ехр(— х)

Здесь имеет место первый из указанных случаев. Функция ф, (у?) и 
ф:(у*) определяются независимо. Приводятся, например, выражения для 
перемещении границы

8(1- >*)<УоГт [3 -8-г-Н* ֊ *<3 4-2г 4-
Е .) (1-77^ (Ю)о

Во втором примере дано:

„ л г _ [<7о(1 ~ с°зМ (? = 2-/а)х<а
и0 — 'о՜)/,■ (0 2" > а

«»1(0) = 0, ша(0) =
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Здесь имеет место второй из рассмотренных случаев. Напряжения и 
перемещения, определяемые функциями <р, (yz), <’՛.• (yz), представлены 
расходящимися интегралами. Можно ожидать, что условие единственности 
решения всегда выполняется, если нагрузка распределена на ограниченном 
участке поверхности выемки. В [12] это условие выполняется.

При рассмотрении деформации слоистого полупространства решения, 
зависящие от корней трансцендентных уравнении, и решения с непрерыв­
ным спектром собственных чисел определяются независимо. Последние 
здесь опускаются, так как они также нарушают условия единственности. 
Корректность постановки задачи выясняется в процессе решения без ис­
пользования этих функций

В этом случае функция 11 записывается в виде

И = VCJk = VCX(ÏP гЖоСгИ (3.8)
I I

где Au(ï/)— по-прежнему функция Макдональда.
На основании (2.9) имеем

7*^о(7ка) \и^"каг tsQwidz
Ск =---------------- /------------- }֊.-------------- (3.9)

7Ио(7ла) | игк?^-\
7’ 7

где игк> ... , . — перемещения и напряжения, определяемые функ­
циями II* при г — а.

Решения, определяемые (3.8). (3.9). удовлетворяют условиям един­
ственности. При корректной постановке граничных условий ряды сходятся.

Если на цилиндрической границе выемки даны перемещения 
и, ~ иьо (или напряжения /Оо), в решении сохраняются слагаемые 
второго рода, которые записываются в виде

ОО

i = ’Г (I, гИ„(тг)<Л (3.10)
V О

Положим для определенности, что при г = а ич~ utjQ.
7 огда граничное условие записывается в виде

ОО
«։.֊֊]\? (7, гЖ.М (3-11)

О
Функция (у) определяется по формуле обращения. Если на цилинд­

рической поверхности выемки заданы перемещения и напряжения. пропор­
циональные cos nü или sin /Н1, то в решении сохраняются слагаемые пер­
вого и второго рода, определяемые при каждом и равенствами
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|g(i)՝’*(7.2)K„{\d}d-.

и = VCUL, = 4A'B(Tjtr)cosnO (3.12) 
*-l 

co
L — stnnb 15 (i)’։'(7. ՝) кп <7r) < (3.13)

0

Коэффициенты С\л И функция g (7) при двух расчетных схемах 
определяются в результате итерационного процесса.

В первом случае при г = а дано:

и, — wn, = и* cos 'г = t* cos лО = f.o, we w* sin nb 

во втором случае при г а имеем

", = ",о’ = <-«• sin л9

I раничныс условия, например, для первой расчетной схемы, приводя! 
к равенствам

ОО 
ОО

ил— У, п cos <J
1

а

ОО

zS0— у <’•*<»>. кп nG'cos «61 a (•*) ——՛' - Кп (va) < (3.14)
/ ' J №

о

00 1 Г
"•«- S СкПиГ)> Sin r>(J Т^(7)՝Г(*, г) [А'„ , (7а) ‘ Л'Л i (7а)] d֊' (3.15) 

о

1ЛС "/■.*•!’•••• t>, перемещения и напряжения, определяемые функ­
циями П*„ при г = с.

При определении постоянных и Д' (?) примем во внимание то обстоя­
тельство, что однородные решения первого рода, в основном, влияют на 
напряжения и перемещения, нормальные к контуру выемки и параллельные 
оси <: решения второго рода на напряжения и перемещения, направлен­
ные по касательной к контуру. Это вытекает из зависимостей (1.1) и интен­
сивного затухания (с увеличением г) функций Г. г, L, s. Положим, что в 
правой части равенств (3.14) преобладают ряды, порожденные решением 
первого рода, а в равенстве (3.13) — интегральное слагаемое, порожденное 
решением второго рода. Предлагается следующая схема итерационного 
процесса.

Выполняются разложения

jf’= vciXx...

I
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1
-с

/з՞’ = 4֊ sin л'з Гт«*'1 ( >) 4՜ (7, z) [К, ,(;«) + А'„ , (֊,«)] </; (3.16) 
& *JU

где /1г), /՛ - функции, которые на каждом шаге определяются
равенствами

ос 
f\' =■ jif ՛՛ — Л cos лО z)Krt(-'a)di

и
оо

Л"’ = /?-” nG'cosnO р<- [>h)— K(ta)d~ 

n

<-(r) /■•>—!) тп />(<•֊։)
1

На каждом шаге коэффициенты C\n определяются по формуле (3.9), если 
произвести замену:

С*-С£?, K0h4a)֊.X:„(T*a)cdsnO, и.-//'’.

I Ipouecc продолжается до стабилизации. Аналогичная схема итерационно­
го процесса была использована при расчете слоистых плит |13|. В рас­
смотренных случаях необходимая точность решения достигалась на третьем 
шаге.

PU9.lTU.GbPS «ihUUSUPUttni’P-m 'hba.nPlTU3l'U3l> ZUlTUIIbO* 
l.lll’Ulll’in.liPC h»l. ЪРЦЪ8 IIPIIg «il’PUnnbHflhbbbPR

IF. 1Г IFIL’4 11'4111' S

II . tl ф n t]i 11 i U

Чтпшу^шд I. jhptaни!пр нипча/рп tpuh If/i и т m ту ш bin }! pit'll .miimii шпш~ 
v/։b Lq[iuijl& {ubr^ili \mti muLn tint mlimpij. Ijuit/if i[md Lpl/itt jupj-
1'1'11' ubnji [UtAtttdiiiifip /.h uiptuiiyhlttflAiui ! iiji/iii umpif mh mp-
dmmtil. pfitj. цршЬр imjifhili pm ij if rn [1 jnib IA>: (/•]!/ pH im tfiif,/ip nthii![m<l /.b p^1'!՜ 
: tii'hp iityil mA nplht у it'll m pi if! tai'll m tti // a t fl fm J p 1 liplpiapy ahufi uliL[i:ulpuit fh(Lpli 

iiufbipapp тЪрЪгр^шт l։i bpljpnpq itf-n/i иhifiallpit'll Ipiulilpjlim’iiLpp rffiiitmplpfnul 
I itpujLu fAtuiLrpitip Ahm tfi 11 fattt f!inMil.pji linpfiq.

('hptfnid f ipfdm'h putbutALLpi
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HOMOGENEOUS SOLUTIONS OE THE THEORY OF 
DEFORMATION OF MULTI-LAYERED HALF-SPACE AND 

THEIR APPLICATION
К. M. RAPPOPORT

S u m m a г у
A system of homogeneous solutions of the first boundary-value 

problem for a layered elastic half-space is constructed. The system con­
sists of two groups. The solutions of the first kind depend on the roots 
of the transcendental equation; there is a countable set of these solutions. 
The solutions possess the property of generalized orthogonality. The 
spectrum of eigenvalues of the second kind is continuous. The eigen­
functions of the second kind are considered as kernels of integral trans­
formations. Inversion formulas are given.

A boundary-value problem for a layered half-space with an infinite 
cylindrical cavity is considered as an example of utilization of the parti­
cular solutions obtained.
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