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ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ В ТЕОРИИ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК

РОГАЧЕВА И Н.

В работе [1] получены уточненные уравнения пьезоксра.мячеек их обо­
лочек. предварительно поляризованных в направлении нормали к средин* 
Ной поверхности Здеч:» тем же приближенным методом [2| и.» трехмерных 
граничных уел >вин выведены двумерные граничные условия пьсаоксрами- 
чсо.их । оо л :••։<•. • 1. различных случаев окропления .1лсктроднроплнны.<
и нгалехтроднроваиных краев.

I Будем рд<:см..трнплть такие оболочки, у которых лицевые поверх­
ности либо полностью покрыты электродами, на которых н .»местно значе­
ние электрического потенциала, либо оболочки, лицевые поверхности ко­
торых нс имеют электродов. Полная система уравнении « [ 1| разбита т 
две группы уравнении. В первую группу вошли уравнении, совпадающие 
после исключения электрических величин с точностью лэ постоянных ко­
эффициентов с системой уравнении неэлсктрнческнх оболочек. В [I] в 
трехмерные урапнекнп был поеден несимметричный тензор напряжении. 
Если, кроме того, вместо вектора электрической индукции Р’ и вектора 
напряженности электрического поля £* ввести новые величины по форму­
лам (эти величины удобны при получении граничных условия)

Д = Ըէ-- а.а«1^з. <ц Е,, Ел - аха2Ел (1.1)
то уравнения первой группы примут вид. отличающийся ст [1] малым» 
членами
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Уравнения второй группы служат для определения электрических ве­
личин. Выпишем их

1 ՛•*)/ 1, ш _ г-<0) 1 Г-Н) Ф / х
- - -~ + Т V л? ■

«•<» _ 1 г-'2>__ 1
А, <Ь, ' ~ А, <Л,,

2

, + С.)-! 1 </т-(Г' 7-) + —
2Л’։£ I 2Л ։£ \ Я, R,! 2А

Ы°> - № - [ЗМ + Л )] 
4/։

Ц.3>

/У») _ -Г/.*••՛ / . „ > / 1 1 А 4՝ ,,,. *1

Й2> = + Л(9, ,;}] -{-&֊ (<?, »,֊) >
4Л (2 п Л.,

М11֊

Все используемые обозначения, кроме введенных формулой ( 1.1), взя­
ты из |1|.

Как и п [I], взята тркортогональная система координат а։. а., у. где 
С4|։ а -линии совпадают с линиями кривизны срединной поверхности обо­
лочки. а у-линнн им ортогональны.

Каждая из искомых величин представлена в виде полинома но степе­
ням у, например.

|
Остальные уравнения второй группы выпишем раздельно д\я случаев 

электродиропаиных и неэлектродироваиных лицевых поверхностен.
Если лицевые поверхности полностью покрыты электродами, на ко­

торых известно значение электрического потенциала, то условия на лице­
вых поверхностях записываются следующим образом:

Й.. ։։-4)

и остальные уравнения второй группы принимают следующий вид;

£(01 =___ И ։ .у I > = X ~ (21
3 Л ’ ‘ л' • ’
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На неэлектрестированных лицевых поверхностях должно выполняться 
•следующее ус л о R и е:

А|,_,* = о (1.6)

в уравнения (1.3) надо дополнить следующими формулами;

г*<°> — ‘6- ! Т Т I (г ‘ л \-- 7• ( 1 ։ > :•) ] т ֊4) Я.1 )
2'1-я |2*й |

1 ՛ '°։£<">= * ±__, ^=֊-^7#’ (1.7)
уЧ г СЯЯ.

£>? = Ш)?, 1>? =-------- ------( " АМ? - — Л.^51՝)
2Д.Д.. \ <??, сЬм /

Последнее уравнение из (1.3) можно с помощью формул (1.3). (1.7) 
записать таким образом;

' ° А1 0 ... _± А>. Л. \ / Я. к' . 12,.՝՝
< О1Х А, д«։ <Ь.. А., с/х։/\ з

_<М/ д 
2/пп \ 0^

4../У, -!֊— АМ (1-8)

Для оболочек с электродкрованными лицевыми поверхностями, на ко­
торых заданы условия ( 1.4), первая группа уравнении представляет замк­
ну гую систему уравнений относительно механических величии. После того 
как найдены механические величины, электрические величины определя­
ются прямыми действиями по формулам второй группы (1-3). (1.5). Для 
оболочки с лицевыми поверхностям!! нс покрытыми электродами, уравне­
ния второй группы содержат дифференциальное уравнение ( 1.8) отлоси- 

. (0)тельно электрического потенциала у , и вопрос о возможности раздель­
ного определения механических и электрических величин должен решать­
ся в зависимости от вида условий на краях оболочки.

2. Полное элсктроупругое состояние пьезокера мн ческой оболочки так 
же. как в теории неэлектрических оболочек |2|. будем представлять в ви­
де суммы внутреннего электроупругсго состояния, описываемого двумер­
ными уравнениями [1]. и ногранслоя — существенно трехмерного электро- 
упругого состояния, локализованного вблизи края.

На краю оболочки внутреннее электроупругое состояние и погравслой 
связаны граничными условиями. Чтобы получить двумерные граничные 
условия, надо исследовать взаимодействие внутреннего электроупругого 
состояния с погранслосм подобно тому, как это сделано в [2].

При выводе граничных условий будем допускать погрешность поряд­
ка г, где

= О(? 7‘) (2.1)

здесь ||—отношение полутолщины оболочки /։ к характерному размеру 
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A’. показатель изменяемости внутреннего элсктроупругого состояния 
С такой же погрешностью получены уравнения пьезокерамичееккх оболо­
чек в [ I].

Будем считать, что рассматриваемый кран оболочки совпадает с ли­
нией а, а,., и выполним обычную для асимптотического метода замену 
переменных

֊’и *՛.% = ՝. (2.2)

Это нреобра икание означает, что отыскивается электроупругое со­
стояние, которое имеет одинаково большую изменяемость ио переменным 
а. и у и гораздо меньшую изменяемость по переменной «...

Следуя |2]. выполним расчленение уравнений погранслоя нл уравне­
нии плоского и антнплоского погранслоев В исходном приближении урав­
нения плоского погранслоя представляют уравнения плоской задачи элек- 
троупругости. а уравнения лит»плоского погранслоя с точностью до коэф- 
фипнентоп совпадают с уравнениями антиплоекзй задачи теории упругости

Для нск' мых величин плоского и антиплсскосо пагранслоен примем 
следующую асимптотику (се справедливость подтверждается тем фактом 
что а։ исходном приближении ,чтл асимптотика приводит х непротиворечи­
вым системам уравнении):

(Ли, Ли. .S'-,. «}Л. /Л*)-=<(-Й„ 5&., И?, /Л*| (2.3)

(Ли. Ли. 5в, Л15. vî'A, vJ/Л, '//Л. £*. Й. £•*, £>})

' -'(Йг. $>., Йз.. И., 11, Et.. Et., D՝,. Dt.}

£}=■<?-* ’El (2.4)

Степени ч подобраны таким образом, чтобы величины со звездочка­
ми были одного порядка.

Верхний индекс А’ следует заменить индексом и. если искомая величи­
на принадлежит антиплоскому погранслою, и индексом Ь, если величин 
относится к плоскому погранслсю. Для антиплоской задачи следует поло­
жить

Г = О (2.5)

а для плоской

г==1~/ (2Л)

Выполнив в трехмерных уравнениях пьезоуиругости замену перемен­
ных (2.2) и приняв по внимание асимптотику (2 3) —(26), разобьем по­
лученную систему на две подсистемы. В одной и.» подсистем главными яв­
ляются величины антнплоского погранслоя (2.3), (2.5) в другой подсисте­
ме главными являются величины плоского погранслоя (2.4), (2.6).

Выпишем в исходном приближении уравнения .«итиплоского и плоско­
го погранслоев
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1 dSh, dSb.
Ав <f:։

1 _ ss = s£ 5«. (2.7)
/4 lfl </: ։

^f-=sS,S&., D,: = daSi.

5».l 1 = 0 (2.8)

1 &Sn. n.Sri. q 1 dsi. x dSa. _ о
X10 <J\X (Г. 1 Hw <>;։ c*'.

1 ^J. E q f՛ । E <•■՛ i E <• A » r £•
Л —“T— = S1JOJI. -f- Sl?->?2 |- SJ3.JXJ -f-

^10 7;J
sA&j, j- suA:՛?. -; srj-Sxi. T <А։£з" 0

՛՛ £ C 1‘ 4՝ E <՛ л j E' Л—у------- SiitOu, S13O22. - xito.K«, — u.yj-n. = U

1 £ z. гь n—+a; - ։-Si։* - °

D,b. tiifi! </ls5։t 0 (2.9)

1 dD'- ; aD' j)
■^10 ^’J ^’’

^3, ~ysEs, -Г ^3j (-Vn, -г -'ч2?.) I

cb 1 ,.Ь д'/

E--^--Aw^4 Ьз- ^ d-

/l1P = A. |j^0

Ш- 1-0. S1U- | = ° <2Л0>

•?|:։.±l=o (2.11)

Ai!;-1 = ° <2-12)

Так как механическая и электрическая нагрузки учитываются при
интегрировании уравнении внутреннего э\ектроупругого состояния, го для 
погранслоя взяты нулевые условия на поверхностях ֊ - 1 и > = — 1 (2.8), 
(2.10) (2.12).

3. Рассмотрим свободный край С4, = а11; оболочки с элсктроднрован- 
нымн лицевыми поверхностями и нсэлектродированнбй поверхностью 
края.

Трехмерные граничные условия в рассматриваемом случае имеют сле­
дующий вид:

Ь^о. -д = 0. чл-0. 0 (3-1)
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Число р определяется из решения II вспомогательной задачи по фор­
муле

Граничные условия на
ю* следующий сид:

свободном элсктродироканном крае X, = 0 и.ме՛

Г, О, = = 0
2«33 А. (И.,

Л/ — ~ 2^Ь1- т___* - п
‘ ‘ /?2 " А дЯ.:

о, + з/ ֊ "н՝
А. дт2

О, Л <7//։ х
А 2 От.,,)

Для вычисления . надо решить вспомогательную плоскую задачу со 
следующими торцевыми условиями:

£». ֊ о, 5,*. =. о, ■}* о

а затем вычислить и, по формуле:

+1 о
»> = [л [ хМ.Л

•“-(! — *•

Последние граничные условия получены с точностью до величин по­
рядка I] . Это связано с тем, что в граничном условии для перерезывающее 
го усилия второй член, учитывающий влияние погранслоя, О(т/) по срав­
нению с главным первым членом. Вычислив константу И, с точностью до 
величин О(т/ '), подучим граничные условия с точностью до величин 
О(^).

Итак, получены граничные условия для оболочек с предварительной 
поляризацией 8 направлении нормали к срединной поверхности. Для обо­
лочек с электродироканными лицевыми поверхностями они оказались ана­
логом граничных условий пеэлектрическнх оболочек.

Полная система уравнений, описывающая оболочки, неи.меюшие элек­
тродов па лицевых поверхностях, десятого порядка. В соответствии с этим 
на каждом крае оболочки получено пять граничных условий - четыре ме­
ханических и одно, связывающее электрнческин потенциал с моментами и 
усилиями, Если все края такой оболочки иеэлектродироваиы, то механиче­
скую и электрическую задачи можно решать раздельно. Если же хоть одни 
край оболочки электроднровая, задача нс допускает расчленения на меха­
ническую и электрическую задачи.
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BOUNDARY CONDITION IN PIEZOCERAMIC SHELL THEORY

N. N. ROGACHEVA

Summary

In this paper an approximate method is used to Obtain refine»! 
boundary conditions of the theory of piczoceramic shell, polarized in 
normal direction. Three-dimensional equations of pie/.oelasticily are ta­
ken as initial. The complete electroelastic state of a piezoelastic shell 
is considered as a sum of the entire electroelastic state and the boun­
dary layer. Taking into account their interaction at the edge, two-di­
mensional boundary conditions are obtained.
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