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МАКСИМИЗАЦИЯ ЖЕСТКОСТИ НА КРУЧЕНИЕ УПРУГИХ 
СТЕРЖНЕЙ ИЗ КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ

БАНИЧУК Н. В.. ЛАРИЧЕВ А. Д.

Исследуется задача оптимизации скручиваемого стержня из компо- 
зитного материала. В качестве максимизируемого функционала принимает
ся Жесткость на кручение. Материал стержня предполагается армирован
ным жесткими включениями. Используется расчетная схема деформирова
ния материалов, базирующаяся на представлениях а микроструктурных 
особенностях и эффективных модулях. В этой схеме эффективные модуль 
композита связаны с характеристиками армирующего материала и матри
цы, коэффициентом концентрации включении. Между эффективным моду
лем сдвига 6' и коэффициентом концентрации :՛ имеет место линейная за
висимость. В рассматриваемой ниже задаче оптимизации - играет роль 
• управляющей • функции и разыскивается из условия максимизации »функ
ционала жесткости. Для отыскания оптимальных распределений с’ исполь
зуется итерационным алгоритм, основанный на малых вариациях управ
ляющей функции и решении «прямых» вариационных 1адач. Приводятся 
результаты расчетов. Дается анализ найденных оптимальных решений. 
Оценивается выигрыш, получаемый при оптимизации.

1. Рассмотрим кручение упругого цилиндрического стержня. Стержен։» 
расположен параллельно осн ? в прямоугольно։1. системе координат л'ф< н 
закручивается относительно этой оси моментами А/. приложенными к е։ 
концам. Сечение стержня плоскостью Л'// обозначим через О, а границу об- 
части О — через Г. Предполагается, что стержень является неоднородным, 
однако; характеристики материала и, и частности, модуль сдвига 6՝ не ме
няются в направлении оси г. а зависят только от координат ■<■՛։/. Введем 
Функцию напряжений (х, которая связана с компонентами тен
зора напряжений соотношениями ~ Сс, где
О —угол закручивания, приходящийся на единицу длины стержня. 
Функция напряжения е- ?(х, г/) может быть найдена как решение 
вариационной задачи минимизации интеграла

У = П [-“֊ (?; + ~ ({хду (1.1)

Г) 
при граничном условии

(т)г = о (1.2)

Прежде чем формулировать задачу оптимизации, опишем свойства ма
териала стержня и приведем соотношения, связывающие величину моду
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ля сдвига со структурными параметрами. Среда предполагается композит 
ной. состоящей из связующего материала и арматуры в виде отрезков кру
говых цилиндрических волокон равной длины. Предположим, что отрезк 
волокон хаотически распределены в пространстве и что их радиусы много 
меньше их длин, го есть г < й. Будем считать, что связующая среда д< 
формируется упруго и обозначим ее модуль сдвига через 6... Кроме того 
считается, что число отрезков волокон 8 рассматриваемом объеме достаточ 
но велико и 8 каждом волокне реализуется упругое одноосное напряжен 
нес состояние. Это позволяет рассматривать композит как макроскопическ 
однородную ил.и ройную среду. При этом эффективный модуль Сдвига ср< 
ды 6' связан с коэффициентом объемного содержания арматуры V. (коэ(| 
фициентом концентрации) линейной зависимостью [1|

G^Av-j-B, A֊-^-Gmt В G, 
15

(1.

где/;,— модуль Юнга арматуры. При варьировании распределения и. 
меняется величина жесткости стержня на кручение Л՜. определяемая п г< 
лу (1.1)—(1-3) и формулы

К 2 \ydxdy

U D

В рассматриваемой ниже задаче оптимизации 
мого функционала примем жесткость на кручение 
ляющен функции будет играть У. определяемая 
функцией.-»\а качества (1.4) при дополнительных

пни та»

( \ :• dxdy = V 
Dv

(1.

в качестве опти.мизиру» 
А՜. Р эль искомой управ 
из условия максимум 

ограничениях

(1.6)

где Ч™, • гшл» заданное минимальное и максимальное допустимые 
значения концентрации включений, а V заданное количество арма

mes D.туры, причем х>т11։
мНетрудно показать [2], что для функции ф, доставляющей миипму 

функционала (1.1). при граничном условии (1.2) справедливо равенство 
А — — /. Таким образом, исходная задача максимизации же. । кости и 
кручение может быть приведена к виду

з

К* — max .< — in in in in J (1.7)

Внутренний минимум по cj а (1.7) вычисляется при фиксированном 
распределении У (х. у) и граничном условии (1.2). Внешний минимум по 
у разысккяа-.тСя при ограничениях гипа неравенств (1.5) и иллигрямстри 
песком ус л'.чин (1.6).
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Необходимое условие оптимальности показывает, что в рассматривае
мой задаче для оптимального решения могут реализоваться как предель
ные значения управляющей функции и = о|п1п(С — с* - о, (С = 
— Сго„), так и промежуточные значения, определяемые формулой 

— ^)М» то есть ։ у

V =

Ч»։«» (*» ?) € й-

(>•/?’ + ^ ֊ К)! А, (х,у)£О0 

(х, у) €

(1-8)

где л множитель Лагранжа, отвечающий изопериметрическому условию 
(1.6). £)_, О , —части области О, з которых соотзетственнс՝ реал I-
зуются минимальное, максимальное и промежуточные значения концен
трации У.

Выполнимость условия экстремума Вейерштрасса в случае В — 0 до
казана ь [3]. В случае В 0 проверка выполнимости этого условия осу
ществляется пр;: помоши выкладок, полностью аналогичных, приведенным 

। т
Решение одномерной задачи оптимизации для стержня круглого сече

ния получено в [4]. Отмстим, что для кру; .ого стержня конце,, гр/ция ар
мирующих включении :՛ (х, у) принимает только предельные значения 
у = ип1.|Ц й и ~ у!11Ях’ а 30на промежуточных значений концентрации 
^в.!и<Сг,<Счп.х отсутствует.

2. Исходная задача решалась численно с использованием алгоритма 
последовательной оптимизации |2|. Применительно к отысканию опти
мальных распределений армирующего материала, алгоритм состоит R ре
шении «прямых задач (1.1). ( 1.2) при заданных функциях 6' (х. у) и до
следующем определении по методу проектирования градиентов новых реа
лизаций У (х, у), приводящих к увеличению функционала /С

Решение прямых., задач проводилось на основе метода локальных 
вариаций с оптимальным шагом варьирования. Применялась рсугольнзя 
схема разбивки области О (фиг. 1) и выпуклая конечно-разностная аппрок
симация вариационной задачи (1.1). (1.2) с одним обращением к вычис
лению подынтегральной функции (51. Выражение для оптимального шан 
варьирования функции напряжения имеет вид

%(4 4- С^{> ]_у 4֊С3<?Л у ,4- С37։_ь у+С^. д.'(С։-|-С24-Са4-<-’4)-?0 

(\ = (1/Сл 2/ 4֊ 1/С;+1.2у-1)/Ду։. С, = (1/<7<. ту+2 + 2Л1)Му2 (2-1)

Са = (1/С;, 2/ | ։ )/Ал:, Сч = (]/(7, >. з?+1 Н Сг։.5/)М*'

где \х, \у - размеры ячейки по оси х и оси у.
Для учета ограничений (1.5), нлкладыв; .мых на функцию У (х, у), 

вводилась вспомогательная управляющая переменная X (х, у) соотноше
нием

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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и = а ֊г Р sin х

a = К«« + vem)/2> ? = (ч».х ֊ va!n)/2

(2.2J

Введенная согласно (2.2) новая управляющая X (х, у) удовлетворяет 
неравенствам ( 1.5) для любых значений (х, у) ՛ /Л Единственное ограни
чение. накладываемое на функцию X н ее вариацию 6/, обусловлено изопе
риметрическим равенством ( 1.6). Для того, чтобы вариации управляющей 
функции не нарушали и.чонирнметрического условия, гребустся удовлетво
рение равенства

j j cos XoZ dxdy = 0 (2.3

'b

С учетом (2.3) улучшающую вариацию управляющей функции определи՝: 
по методу проектирования градиентов

SZ —'cos՜/ (f — \ /cos2'7 dxdy I cos՜/dxdy (2.4

О՝ Ъ

где / — (<?; I <?’)/6'2 (х, #). 1 >'>0 шаг по градиенту.

Нетрудно убедиться в том, что вариация (2.4) обеспечивает увеличу 
иис оптимизируемого функционала К и удовлетворяет условию (2.3).

Последовательное решение прямых» задач (1.1). (1.2) с при.мсне 
нием формулы (2.1) для оптимальной величины шага варьирования и вы 
числение новых приближений для управляющей функции /*и =/4 
(ц*11 — V*-|-От»*, /с 0. 1, 2, ...) по формулам (2.4), (2.2) продолжает 
ся до тех пор. пока невязка в выполнении необходимых условий оптималь 
кости не будет достаточно мала. Алгоритм последовательной оптимазацш 
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реализован а виде программы для ЭВМ и с ее использованием выполнены 
расчеты оптимальных распределении армирующих включений для стерж 
ней различных поперечных сечений.

При проведении расчетов использовались новые переменные: 
л՜ = х/а, у' — у՝а, СГ-- G/Gm, ՛$' - u{u.-Gm, где а — характерный раз
мер области D. Основные параметры задачи принимались равными: 
2=0,25; 3-0,15; l.(inesP) 0,25. Величина Л'., 15 Gm, характеризую
щая свойства композита, полагалась ранной 8, что соответствует 
эпоксидной смоле, армированной углеродными волокнами. Полученные 
я результате расчетов распределения концентраций армирующих 
включений представлены на фиг. 2 -5.

На фиг. 2 показано распределение (х, у) для стержня квадратного 
поперечного сечения. Найденное распределение (л, у) показывает, чт- 
основная масса армирующего материала концентрируется у краев квадра
та. В этих областях концентрация армирующего материала достигает мак 
си.мума. то есть V V мк. В углах сечения и в центре, как следует из рас
четов, использование армирующе: з материала менее эффективно и здесь 
концентрация включений минимальна, с՛ — Между областями и ип11, 
>1 ч — о,п11( находятся переходные даны. На фиг. 3 показано в плане та же 
распределение концентрации включении. Здесь и далее квадратной штри
ховкой будем обозначать области, где концентрация включений достигает 
минимума. В областях со штриховкой прямыми линиями концентрации 
»1 '’прующего материала максимальна. Области без штриховки являются 
областями переходных зон. Показанное па фиг. 4 распределение концен
трации отвечает случаю прямоугольного поперечного сечения. Основные 
характерные особенности для прямоугольного сечения остаются такими же, 
как и для квадратного, но происходит перерастяжение по координате с 
большим линейным размером. На -фиг. 5 представлено оптимальное рас
пределение концентрации включений для скручиваемого стержня с сече
нием в форме прямоугольного треугольника. Найденное решение показы
вает. что основная масса включений концентрируется в областях, примы
кающих к сторонам треугольника, где концентрация достигает максимума. 
Расположение материала включений в углах и в центре не эффективно и
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здесь концентрация минимальна. Следует отмстить, что в рассмотренных 
сынк՛ примерах области минимальных значений концентрации включений, 
расположенные ь центре, близки по форме к поперечному сечению. В пр»1- 
веденных примерах выигрыш за счет оптимизации по сравнению < раин՛. - 
мерно армированными сечениями превышал 20%.

Рассмотренные задачи для скручиваемого стержня из хаотически ар
мируемого компо нта < давились как задачи оптимизации крутильной жест - 
хости при заданном объеме армирующих включений. Очевидно, что ми
нимизация веса стержней при ограничениях на крутильную жесткость мо
жет быть рассмотрена аналогично, во в этом иеч необходимости, так как 
эти задачи являются двойственными по »тношенню друг к другу. Подто
чу, как показано в [21, найденное выше решение простым преобразова
нием переменных приводится к решению задач.։ минимизации веса стерж
ня при заданной крутильной жесткости. Таким образом, в работе исследо
ваны задачи об оптимальной не. .породности скручиваемых стержней и 
выявлены некоторые закономерности и особенности распределения арми
рующих включений и. как следствие, эффективных модулей. Следователь
но, изменяя распределение включений (волокон) :։ тем самым варьируя 
эффективные модули, можно максимизировать жесткость на кручение при 
ограничениях на вес или снижать вес при заданной крутильной жесткости. 
Полученные решения указывают на значительные возможности улучшение 
Жесткостных харя։. • сристик за счет создания оптимальных неоднородне- 
стей. Особенно важно то. что такой метод оптимизации позволяет улуч 
шить механические характеристики, сохраняя неизменной форму конструк
ции. Если на практике применение полученных оптимальных решений ока 
дывается затруднительным, то могут быть построены солее простые, с точ
ки зрения реализации, кваэиоптимальные распределения, в частиостч. ку- 

ч’очнп-постсянные. ио ио функционалу близкие к оптимальному.

•HllPilliy.l’S Ն3|114»եք|՚ո Ա11Ա'2ԴՍ.ԿԱ.Ն Ull'l.bl1!» 11Ա1ՐՄԱՆ 
11Ո Շ s 11 h H-3 Ա i. ՄԱՔՍ ԻՄԱԼԱՕ fl I՛ Մ Լ'

Ն. '1.. ||ԱՆ1«2Ո1՛«։. II. '1-. |.ԱՐԻԼ»ԽԼ

Ս. մ փ il փ ս ւ մ

ձեւոադոտվէէւմ կ կ/ւմ պո t; fi tri նյութից M/n/,f/n7 ճողի օէդտիմալացման 
խևդիրւ lirai h u մ ta րււիմ ալացմ ni'ii ֆունկցիոնալ րնդունվամ l։ ւէ/որմաՆ կոշ- 
inniflimhgt !ձողի նյոէքքր ենթադրվում Լ կոշտ ներդրակներով ամ րանավոր- 
ված: Սահքի էֆեկտիվ (T մոդուլի և ներդրակի կոնցենտրաց/ւա յի V գործ ակ~ 
ցի միջև "՛եղի ունի գծային կախվածություն։ Դիտարկվող խնդրում V-/r 

սպտիմ ւս լա tj n t մ ր խաղում է <( կառավարող» ֆունկցիա յի դեր և փնտրվում / 
կոշտության ֆունկցիոնալի մաքսիմալաթյան պայմանից) \՝՝ ի ոպտիմաւ 
բաշխման փնտրման համար օգտագործվում է իտերացիոն ալգորիթմ : թեր֊ 
վէսծ է հաշվման արդյոէնրներ։ Տրվում Լ գտած օպտիմալ լուծման տնալիզր՝ 
Դնահաուվոէմ /; ոպտիմալտցման հաշվից ստացված շահումր։
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MAXIMIZATION OF TORSIONAL RIGIDITY OF ELASTIC 
BARS MADE OF COMPOSITE MATERIALS

N. V. BAN1CHUK, A. D. LARICHEV

Summary

Tin problem of optimization of torsional rigidity of bars made 
composite materials is investigated. Torsional rigidity is considered 
the functional to be maximizated. The material of bars is supposed I 
be reinforced by rigid Inclusions. The relation between modulus of el 
stlcity in shear G and inclusion concentration »• is linear. In the com 
dered problem, v acts as a control function and is defined from tl 
optimal condition of torsional rigidity. To determine the optimal c 
stributlons of v the iteration algorithm is used. Numerical results a 
available. The optimal solutions arc analysed and edvantages o 
tained by means of optimization arc evaluated.
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