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ЗИЛЬБЕРГАЕПТ А. С.

1, Нс раз отмечалось | 1 — 3]. чти силы диссипативного характера мо
гут не только демпфировать колебания упругой системы, но и наоборот, 
в некоторых случаях служить причиной ее дестабилизации. Последнее 
утверждение выглядит несколько парадоксальным: ведь если силы дей
ствительно диссипативны, го они (но определению) должны отбирать 
анергию у системы, и. следовательно, гасить, а не усилив ть, ее колебания.

Настоящая работа имеет целью прояснять этот вопрос применитель
но к динамическому поведению магнитоунругих пластин конечных разме
ров. Показано, что если контур пластины защемлён или свободно оперт, 
то силы, являющиеся результатом взаимодействия колебаний электропро
водящей пластинки с магнитным полем, действительно диссипативны, то 
есть обеспечивают положительную определенность функции диссипации. 
Именно, закон сохранения энергии системы при отсутствии внешней на
грузки есть

(1.1)

где I’. —энергия. —функция диссипации системы, являющиеся квадра
тичными функционалами от прогиба ы и некоторых его производных пер
вого и второго порядка; при указанных обстоятельствах > 0 на всех 
допустимых ненулевых функциях прогиба.

Напротив, если часть контура маг нитоупругои пластинки свободна, 
то знак диссипативной функции нс определен и зависит от начальных усло
вий и параметров задачи, так что возможны ситуации, в которых О < О 
и энергия системы растет со временем. Это по существу означает, что при 
наличии свободных участков границы магнитоупругие силы не являются 
строго диссипативными в ра.м.ках принятой гипотезы магнитоупругости 
Тонких тел (41.

Такие же выводы о динамическом поведении магнитоупругнх пластин 
для ряда частных случаев были получены в [3] путем нопмого исследова
ния точных или приближенных решений соответствующих задач.

Подчеркнем один важный общий момент: вопрос о том. являются ли 
данные силы диссипативными или недгксииативиыми (активными), может 
быть решен только на основе закона сохранения энергии ч тем самым обя
зательно при учете граничных условий, определяющих, наряду с уравне
ниями движения, множество допустимых состояний системы.
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2. I 1ачнем с пространственно-одномерной задачи (магнитоупругая
балка длины 1 или пластина-полоса 
уравнению | 4. 3|:

ширины /). Прогиб удовлетворяет

+ 2, /, 
дх* 01֊

» 0<х</ (21)

Здесь жесткость пластины, р. А' — соответственно се плотность и тол
щина. х > О магнятоупругий коэффициент, имеющий значение 
2о Л3 /7..-73 с- для колебании пластинки в постоянном поперечном магнит
ном поле /7„ (” — электропроводность материала пластинки, с ско
рость света); для токонесущей пластинки х = З2.г о/Р/.Л 15 с‘, плот
ность равномерно распределенною продольного тока.

Начальные условия задачи суть

к՛ с (•<). 
г-«

(2.2/

а граничные условия могут быть различными: один или оба конца х ~ О, 
I пластинки могут быть заделаны (а = 0. и I нлн а = 0.0

свободно оперты
ГУ2«’ 

ах-

(2.3)

(2.4)

и. наконец, при условии (2.3) или (2.4) на 
быть свободным от усилий

^2ц’| (Ям]

границе х = 0 конец х~/ может

(2.5)

Умножим уравнение (2.1) на =---- . проинтегрируем по интервалу
О1

[О, I] и преобразуем при помощи интегрирования по частям. В результа 
те получим закон сохранения энергии п виде (1.1). причем 

/
Е (О = ֊- + 2? А«о’1 Ле (2.6)

о 
а функция диссипации есть

/3 (/) — Ио [и\
I

-и.'.н и»I /.^ П.» 7 с!х 
о

(нижние индексы означают частные производные по соответствуюЕин.м пе
ременным). Легко убедиться, что при любом из граничных условий 
(2.3)- (2.5) первое слагаемое в правой части последнего равенства есть 
нуль, гак что
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P(/) = x (2.7)

Если оба конца л — 0. I защемлены
полняются условия (2.3)1».ли (и) (2.4),

или свободно оперты, то есть вы- 
то и оставшаяся в (2.7) двойная

подстановка исчезает, а тогда
z

о

(2.8)

- ==-Z)<0, 0</<си 
dl

Гакнм образом, магнитоупругая пластинка-полоса без свободных краез 
оказывается энергетически устойчивой - ее энергия убывает со временем. 
Из выражения (2.6) ясно, что и сами значения прогиба могут при этом
неограниченно нарастать лишь в исключительных ■патологических՝» 
случаях. Болес того, если оба края закреплены, то справедливо неравен
ство [5] 

а. значит, среднеквадратичный прогиб ограничен для всех значений /. За
метим еще. что соотношения (2.8). (2.6) очевидным образом гарантируют 
единственность решения соответствующих задач.

Совершенно иначе обстоит дело, если край л = / свободен, то есть 
выполняется (2.5). В выражении (2.7) для функции диссипации сохраня
ется внеинтсгральное слагаемое,

t

и в общем случае знак О нс определен. Существует бесконечное множество 
функций (л. /). удовлетворяющих граничным условиям, для которых 
М (О<0. Однако выполняется \и это неравенство на настоящих реше
ниях задачи? Следующее простое рассуждение дает положительный ответ 
на этот вопрос.

Будем, ради определенности, считать, что при л 0 пластинка жестко 
закреплена (а при х = / свободна). В начальных данных положим 
ф (х) 0. а 4՜ (л) выберем таким образом, чтобы О (0)<.0, и чтобы вы
полнялись условия согласования начальных и граничных условий

6(0) =У(0)=0, (/)=•/"(0 = 0 (2.10)

I огда функция О (/) заведомо непрерывна в некоторой правой полу
окрестности точки /—0. и. следовательно, сохраняет знак О (0): 
V (О<0 по крайней мерс при ( ’< [0, 1„ |. । 3> 0.
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В качестве примера функции ф (л), удовлетворяющей всем требова
ниям. включая (2.10), можно привести

'?(•<) <2Л1>

нетрудно убедиться, что при этом
(л 2) (л ф 3)/9(0) —- уС?

2п 1-5
Но сказанному, /> (О<?0 и при />֊0—энергия решения задачи с на
чальным данным (2.11) растет по меньшей мере в первые моменты време
ни а, значит, может расти и само решение.

Итак, остается неясным лишь одно обстоятельство: может ли энер
гия, а вместе с ней и решение, расти и при при каких начальных
данных и параметрах задачи это может происходить. Приближенные рас
четы работы |3] указывают на то, что подобные ситуации возможны, но 
для полного доказательства необходимо соответствующее точное решение. 
Его нетрудно построит։» по крайней мере для случая, когда при х = 0 пла
стинка свободно оперта (выполняются условия (2.4)), а конец х = I сво
боден. Именно, возьмем начальные данные (2.2) в виде

ф(х) 0, >(х)=—, ’>0 (2.12}

тогда, как можно проверить, точное решение всей задачи (2.1), (2.2), 
(2.4), (2.5) есть

ш,(х, 1) = х~ (2.13)

и оно неограниченно растет при / • —
Механический смысл решения (2.13) прост: пластинка поворачивает

ся как целое вокруг опертого края х = 0. а так как (2.13) обращает в нуль 
функцию диссипации (2.7), то неограниченному росту прогиба ничто не 
препятствует, как и при отсутствии диссипации.

С помощью (2.13) можно получить сколько угодно неограниченно 
растущих решении задачи с условиями «опора свободный край». Дей
ствительно. если начальные данные

? (х» ֊ п (х). ՛•> (х) = ?։ (*)
-аковы, что отвечающий им прогиб «-՛, (х. I) ограничен, то, рассмотрен за
дачу с начальным): условиями

’? (*) = ?։ (х), (х) ֊ -Е -ф^ (х)

получим неограниченное при I > — <х> решение

то (х, 1)~х ~~—г а», (х, /)

Отмстим, что в 13] для опертой по обоим концам балки с помощью 
точного решения была показана ограниченность прогиба, что соответству- 
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е| сделанному выше общему выводу. Приближенный анализ, проведенный 
а [3] для консольной балки (один коней защемлен, другой свободен), 
указывает на устойчивость колебаний при достаточно малых значениях 
•/., /<4*, и дестабилизацию при » качестве х:>. предложено зна
чение 2 1/ 6рЛ/?.

3, Рассмотрение двумерной задачи совершенно аналогично предыду
щему. поэтому проведем его кратко.

Пусть магнитоупругая пластина занимает ограниченную область И 
Плоскости хОу с кусочно-гладкой границей Г. часть которой Г, жестко 
•закреплена. I перта, Г, свободна от усилий: пусть п—внешняя нормаль 
к 1 Уравнение движения и начальные условия суть

1->о АДго 4- -2рЛш« — У-^иц (3.1)

«Ф о = ' (х, у); ш/1,. о = | (х, у) (3.2)
х, у, С2

Выражение для энергии пластины имеет вид

Е(/) = А'(/) 4- С- (О

А (/) = •>/> । ич (1хду

[(Аю)3 2 (1 — *)(«'„ иц„ — то£)] с1х<1у (3.3)

V — коэффициент Пуассона.
Умножим (3.1) на и-'; и проинтегрируем но <-2. Используем тождество 

([6]. формулы (13.61) и (13.55), н которых следуем принять б«' = <£՛;)

/Л. а», ДА и>дх(^у — (-—— Ы, О (1$

и очевидное равенство
I V). Дич ах(1у = Сто/ —1 (1$ ! (\'п֊ч <1х(1у

« Г и
(здесь М- изгибающий момент, —обобщенная перерезывающая сила 
на контуре, <15 элемент дуги Г). Принимал во внимание сформулирован
ные граничные условия, приходим к закону сохранения энергии в форме 
(1.1) с функцией диссипации

П (/)=•/
</то

•] и,'77</л <7и’35</х^
V» м

(3.4)

Если граница пластины не содержит свободных участков;. Г = 0. т.э 
(/)>0. энергия колебаний убывает со временем; в противном случае, 

как видно из ( 4.4). знак I) (1) не определен, возможен рост энергии.
Пример неограниченно растущего решения при Г, >.л (огсутстяис 

закрепленных участков границы) строится здесь так же. как и в одномер
ном случае. Примем, что свободно опертый участок границы I совладает
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с отрезком прямом л = 0, 0 <՜. у <.' и. а ее свободная часть Г имеет поло
жительную конечную длину, а в остальном произвольна. Считая, что на
чальные данные (3.2) суть

<?(х. у) о. (х. у) =֊7’-> 0 (3-5)

имеем точное линейно растущее с временем решение

W0(.r, Ö—• (3.6)

(мементов и перерезывающих сил этот прогиб, очевидно, не создаст). При 
помощи (3.6) и принципа суперпозиции число подобных примеров можно 
неограниченно увеличивать.

1րԱԴՆ1՚Ս11.11.11Ա.սԴ1Լհ11.Ն Р1чН;‘О,ЬГ1> ՏԱՏԱՆՈՒէրՆԵՐհ Jl.Pöb IFU.U ԻՆ

И. II. Ո1Վ1'1>1'Դ1.հՏՏ

Ա մ փ 11 փ и I մ

i'iinjg >. արված, որ Լթհ րարակ մ սպնիսաաէէաձղսւկան սսդի եււրաղիծր 
շսւնի լար/п մնևսից աղսէէո հ աավածներ, ապա մ աղն ի սա առաձգական սւժերր 
խիսա ղրկող ա ր/ինքն' կամ այական սյ '.ամաս ես ււկէքրնական պա յմ աններա մ 
իէնղրամ Լներէքիտն ժtut) տնակի րնքհռրրրււմ նվաղում /• է՚Նր/հա կտսակը, երր 
սա/ի եղրաղծի մի մ ասր աղատ Լ, սււղա ցրվող ֆունկցիա էի նշանր որոշված 
>Լ, /> Լներղիան (նրա Հետ միասին նաև ճկվածրր) Ժամանակի ընթացքում 
կարող է տճեչւ

ON VIBRATION OF MAGNETOELASTIC PLATES
A. S. SILBERGLEIT

Summary

MagneloelasUc bending vibration of thin plates is shown to be 
energetically stable if the boundary of the plate has no parts free of 
stresses: niagnetoelastic forces are strongly dissipative in this case. On 
the contrary, if some part of the boundary is stress-free, the sign of 
the dissipative function is not determined so that the growth of energy 
(and corresponding elastic displacement) is possible.
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