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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
НЕОДНОРОД! Ю-СТАРЕЮЩИХ ТЕЛ С ДВУМЕРНОЙ 

ТРЕЩИНОЙ

АРУТЮНЯН И. X.. НАЗАРОВ С. А.. ШОЙХЕТ Б. \

Получены и обоснованы асимптотические представления напряжений 
и смещений вблизи края двумерной трещины а трехмерн лм теле в теории 
упругости и теории ползучести нсоднородно-стареющих ил. Вывод асимп
тотик базируется на коэрцитивных оценках решений задач теории упруго
сти и теории ползучести в некоторых весовых пространствах |1] и на 
асимптотических представлениях решений плоских задач [2—4] и задачи 
кручения 15] в области с трещиной. Часть результатов статьи анонсиро
вана в заметке [6].

1. Постановка задач. Пусть 20—связная, с гладкой (класса С *) 
границей о20 подобласть трехмерного пространства /?3; т — гладкая 
поверхность, а М — содержащееся в подмножество поверхности т. 
ограниченное гладким простым замкнутым контуром дМ. Множество 
М определяет трещину в 20; ее берега обозначим через Л/ и Л/՝՜- 
Изучаемое тело занимает область 2 — 20 37. На берегах трещины 
заданы напряжения. Для определенности будем считать, что на внеш
ней границе д(20 также действуют напряжения. Случай, когда к 02 
приложены смещения, рассматривается аналогично.

Уравнения краевой задачи теории ползучести неодиородно-старею- 
щих тел имеют вид I 7 ]

х) =еч.(п)= («,. х (/, х) +■ ;(/, х))/2, /, к - 1, 2, 3 (1.1)

3Л. г) = °, } 1,2,3 (1.2)

в,. (/, х) р
--------------—---- - ед((, х) л(х), - 1֊ Мх), х) е . д) (1.3)

о

—. ------— = է' *) — ( (' 7 (*ե ’~7(->-հ Л’)е(-, *)ժ’
£*(է +х (х), х) ь)

4д«; ’ = Ъ» Ն՜4?»’ <Ն4>

3А (/, х) ՈՀ ֊. = £*(/, х) на М . / 1, 2, 3 (1.5)

з/д(/, х) ոհ = (է, х) на ԺԼՀ, / - 1, 2, 3 (1.6) 
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Здесь и, 5,4— декартовы компоненты смещений, напряжений и 

деформаций, соответственно; е/4, — компоненты девиаторов напря
жений и деформаций, е, а их шаровые части; А,.. ((, х), А\((,.г) 
модуль объемного расширения и ядро релаксации при всестороннем 
растяжении (сжатии). С (I, х), /?х (6 х) — модуль сдвига и ядро ре
лаксации при сдвиге; '(х) - функция неоднородного старения, харак
теризующая закон изменения возраста материала в зависимости от 
пространственных координат; /։, — объемные и поверхностные
нагрузки, удовлетворяющие при всех I условиям равновесия

IЛм* ( #7 и*> + «/<и* =0 (1<7)

* .н-

для всякого поля смещения и тела, как жесткого целого, то есть для 
/■'л—о -I- Ь X х, где а, Ь— постоянные векторы.

Уравнения задачи теория упругости имеют вид (1.1) (1.6), если все 
функции считать нс зависящими от времени .՛. а в реологическом законе 
(1.3) положить R. = R 0:

5>(*)в2£(фд(*)> 3(*) £Г>:.(х)е(х) (1.8)

Отметим известный факт: задача теории упругое:и является эллипти
ческой к смысле А. Дуглиса, Л. Ниренберга [8].

Асимптотические разложения решений общих эллиптических краевых 
задач в областях с коническими (в частности, угловыми) точками изуче
ны в работах [9, 10] и других. Последовательное применение указанных 
результатов в задачах теории упругости содержится в монографиях [II. 
12]. Асимптотические представления вблизи ребер решений эллиптических 
краевых задач найдены в [13. 14] Коэрцитивные сценки и теоремы Не
тера для широкого класса таких задач содержатся в [ 15].

В случае, если на берегах трещины заданы напряжения, задача тео
рии упругости не попадает в класс задач, изученных з [15. 13 |. так как на
рушается сформулированное в этих работах требование однозначной раз
решимости модельной задачи в двумерном угле. Необходимые для по
строения асимптотики коэрцитивные сценки решений задач теории упру
гости и теории ползучести в весовых функциональных пространствах вы
ведены я [1].

2. Функциональные пространства и сценки решений. Пусть Л —дву
гранный угол раствора 2л; * — координата на его ребре: (у,. у.) и (г, 0)— 
декартовы и полярные координаты в плоскости, перпендикулярной ребру, 
причем грани иКугла задаются соотношениями у. < 0. у: ос 0 или 
•г > 0, 0 = л ± п.

Пусть У — целое неотрицательное, у. р — вещественные числа, под
чиненные неравенствам

<74-1/2<?<<Н-14Л<? М (2.1)
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В работе [!] введены используемые здесь пространства И* (А), 
К- я(А) функций в К и пространство U’;?'* z (<>/<' ) следов функций из- 
И }(К) на оК . Нормы определены формулами (2.14), (2.15) из [1].

Для описания функциональных пространств в области <2 определим 
з окрестности D края трещины М криволинейные кординаты (у։, у2г 
Д. где $ — длина дуги, измеренная вдоль М от некоторой точки до про
екции х на , (у,. у.) — ортогональные координаты в плоскости, прохо
дящей через х и норма льном к ОМ. причем локально М задается соотилве- 
ЙНЯМК у, '-С 0, у.) = 0.

Нормы н пространствах V”' /(2), И(2) и V-. 3 7 (А/ ) порож
даются из норм к? .‘(А), И((А՜) и И? З*(с/А'՜) разбиением единицы. 
?1сли носитель функции v отделен от dM, то ее норма вычисляется в 
1^2՝՜ (2), или IV? 12(.W ), а. если носитель мал и пересекает

1 Здесь я всюду далее пространства скалярных и векторнозначных функций не рал
.кичаются в обозначениях.' норма вектор-функнин равна сумме норм се компонент.

ся с ОМ, то норма v совпадает с нормой в V’’ з*(А). И':'(А՜) или 
V-. } ' (дК ) функции т.’", которая получается из и после перехода к 
координатам (г/։, у2, s).

Следующее утверждение вытекает непосредственно из определения 
норм в перечисленных пространствах

Лемма 1. Пусть Лг, (х, tri>x) дифференциальный оператор 
п 2 порядка ], коэффициенты которого и их производные до по
рядка q -~ 1 включительно ограничены в 2, a IV'—функция из 
Г? •?( 2), где у. ? удовлетворяют неравенствам (2.1). Тогда 

№ '($). N:W' < (/;!(“)> « справедливы оценки

||;V,ir: ИГ к-'(2)Кconstat И ? (2)1,; -1,2

Сформулируем еще (в несколько ослабленной, ио достаточной для на
ших целей форме) две теоремы о разрешимое։и задач теории упругости в 
теории ползучести [I. 6j. Для этого понадобится следующее определение. 
Пусть В — банахово пространство. Как обычно, через ■■ ' (0. /; В) будем 
обозначать пространство отображений /' отрезка [0. : ] в В, наделенное, 
нормой

|Р: В, /0-esssupjZ’(-);/?iI 
о

Теорема 1. Пусть выполнены соотношения (1.7) и (2.1). 
Я!(2), »€ 11«"1;(Л!о), « е И?1Л(Л/ ); £4,С С '(2) и вьтол- 
няется условие невырож дения в 2

<1 Е* «, £с, G\ < G’ <. б’2, Ei, (J,՛— const 0
1 огда существует единственное (с точностью до жесчкого смещения) 

решение и задачи (1.1), (1.2). (1-4):—(1.6), (1.8) из пространства 
И.՜?2 Если это решение нормировано условиями

ndx = 0, jroturfjc= 0 (2.2)

•j и
то справедливо неравенство 1 *
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ад к’УРЖеН/; 17(2)1 гк; ^'’'’(Чк + к ; И 1,?(Л/'И1 (2.3) 

Нс умаляя общности, будем считать 7.(х),>0 и пусть

7՛* — тахх (х) -г Т.

Ге о рема 2. Пусть модули 6' достаточно гладкие 
(класса С" ‘([О, Т ] >• 2)) функции переменных I, х к не вырож
даются л 2, ядра релаксации R, представимы в виде

■. х) = Р'Д*> х) и—-)՜* 4-д,(Ь х). ; 1, 2, а< 1:

р, <7,(1 С՝՝ (<0, ' ] \ [0, 7’ | ՝2), /■ £ С՝' ' (12), при почти все* I |0, Т\

выполнены равенства (1.7), справедливы соотношения (2.1) и вклю
чения /££“(0, 7՜; I/’(2)),

«6П0. Т, VI ՝'■№„)•), 8 а՜(0. Т-. УС՝"(М ))

Тогда на отрезке времени [0. 7'] существует единственное 
(нормированное при почти всех I условиями (2.2)) решение 
и £ £ (0, Г; Р7 э2(~)) задачи ползучести (1.1) (1.6) такое, что

сп ра вс дли во п ер а в е н с тво
1«; И'.зг(2), К) (2), Г)
+ к; ГГ,Я(<Ч>). Пн« ; И “’(Л/ )՝| (2.4)

с постоянной с, не зависящей от р,, и и.
За.мечание 1. Оценки (2.3) и (2.4) становятся все более точными при 

увеличении у до Р -р 1 —0, однако постоянные в этих неравенствах неогра
ниченно возрастают.

3. Вспомогательные утверждения. При выводе асимптотики напряжен- 
но-дсформнроваиного состояния понадобятся дополнительные оценки ре
шений рассматриваемых задач. Обозначим через С'(л’ произаодную 
(.Т-а/дв՞՛.

Лемма 2. Пусть в дополнение к условиям теоремы /

£1.я\ /л‘(: ей ' '(/зпл/ ) (3.1)
п.= 1. 2, --, П

Тогда для нормированного условиями (2.2) решения и € К з(2) за
дачи (1.1). (1.2), (1.4) — (1.6), (1.8) енризедливы включения
и И’ \,2 (Т)о \ М) и неравенства

(а՝'՞’; И.'Л0«\ЛЛ|«с,р/; И(2)1 + 1(?*:; 'Л(М С+

-Г к; «₽7+1'г(<*2в)1 (-^ Я/0՞’; Р7(О\ло։+ к |/։(Оп 44^1)1(3.2) 
₽-։ *

Здесь п = 1,---։ /V; —окрестность ^'М, причем
Доказательство. Пусть и—решение задачи (1.1), (1.2), 

(1.4) —(1.6). (1.8), а 7. ^С<Г(^՛2)-срезка с малым носителем, равная 
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единице в окрестности нуля; supp 7- £ Р. Векторное ноле и (х) X (?/) к (х) 
удовлетворяет системе уравнений теории упругости с новыми правы
ми частями

F(x) 7(y)/(x)-i l(y. s. ֊■ ֊)«(М. G֊(x)^7(y)y (х) + 

4֊6(»/. $)и.(х) (3.3)

я уравнениях (1.2), (1.5) и однородным граничным условиям. (1.6). Здесь 
• — матричным оператор первого порядка. 6 матрица-функция: носите
ли коэффициентов / и элементов 6 содержатся в D и отделены от дМ. По
этому (см. лемму I) справедливы неравенства

!/«; U?(֊J)'\М ).Uc,J« l'71(2)J<<M«: P?V(2)J (3.4) 

1-1«: Р7(2)| +|֊6«: Г'и’(02)! <cj«։
II Os [ 10s

Вектор смешений i' удовлетворяет системе Ламе и граничным усло
виям на А/ с правыми частями и ö :. Запишем .указанные уравнения 
для краткости в матричной форме

Цх, <)!dx)v-.- Г=0 в L»; В(х, d}dx)v = G на М (3.5) 

Дифференцируя (3.5) по х, имеем

L (х. o't(jx) v ’ 4֊ aFids Н — (х. д/дх) v — 0 u Ü 
ds

В(х, д!дх) и(1, =(J(j /Äs — (х. diOx) v на М (3.6)
I

В силу соотношения

|—«; И(2) И—v; \ТЮ(М-՝). <<֊,[<,; и,’?(“)։ 
övS || OS

из неравенств (3.4) и теоремы 1 получаем, что решение ü(1) уравнений 
(3.6) и однородных граничных условий на dti„ удовлетворяет оценке

Ь"1: k7.V(2)1<.с,(к Н;/('2)( + 1/1": |/?(£>\М>| +

+ 1? VI 1/5 (Dn Л/ )||1 (3.7)

Так как поля и и I* совпадают на множестве (х : X (у) = I), то согласно 
(2.6), из (3.7) следует требуемое неравенство (3.2) при » = I. Для осталь
ных значении п оценки (3.2) получаются последовательным применением 
приведенных рассуждений к вектор-фушшиям у1" ' . Лемма доказана.

При доказательстве теоремы 2 настоящей работы (см. теорему 3 из 
[ 1 j). решение задачи ползучести, как обычно [16, I7J, было представлено 
в виде сходящегося в £" (0. 7; И? (-3)) ряда, члены которого суть 
решения рекуррентной последовательности задач теории упругости. При
меняя к ним оценки (3.2) и повторяя ход доказательства теоремы 3 [ Г], 
получим следующее утверждение.
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Лемма 3. Пусть $ дополнение к условиям теорем՛,я 2 имеют место 
включения

ЕЛ, "([0. 7’«]ч/)). Р{, 1+'։([0. Г*]Х(0, Г'] X [))

/ С''՜’ "(7>). /1П1С£’(0, Г; К?(Я\Л7))

Й <л'$Д-(0. Т-. К,’+12(РП ЛО), п - (3.8)
! <>гда для нормированного условиями (2.2) решения п задачи (1.1) ( 1.6) 
справедливы включения « "'£/.'* (О, 7'; V? ,-2 (/90 X Л/)) и неравенства 

\М). ПСс-11/։ >^Р\Л/), Т|-֊&; 1Г։<’м,0Ц,Н+

-Нг ; И?‘"2(^пм ), П+ЗШЛ И(0\М), Г| +
Д-1

+ к Щ+՝2{Ьг\М ). П] (3.9)
4. Асимптотики в задаче упругости Следуя [13]. получим асимптоти

ческие формулы для решения и задачи упругости (1.1), (1.2). ( 1.4) (1.6). 
(1.8). Для этого на множестве 1> М сведем указанную краевую задачу 
к совокупности двумерной задачи теории упругости ։։ задачи кручения и 
сечении \{у, з)^О\М: $ — $0|:

= 4՜ {у> 5) на ок (4.1)

где к R- [у: у2=0, ух -X0) — плоскость, ослабленная лучом;

1‘ ($) Д -г (>• ($) •- р ($)) 0‘/Оу-; (/ (5) -+- р ($)) ог}()ухОу.,; 0

(/ («) 4- ^(з^д^'Оу.ду^ р($) Д 4- (/ ($) 4֊ ՛.՝($)) д?1ду'1; О

0 ; 0 ; р («) Д

</\ ||։1^^2; 'А^Оу՝ ; 0;
й Г’ ^) = 1 ' (2»><») г ՛ в№1"у,; 0;

7 I 0 О :

р(з). / ($) —замороженные на ребре ОМ коэффициенты Ламе

(4.2)

а(;) = С(0, 5), Мз) [£4(0,з) -2С(0, з)]/3. (4.3)
Как и в лемме 2. умножим ноле смещений М на срезающую функцию 

у. Полученная вектор-функция ։֊՛ — 7А удовлетворяет системе (3.4). а, сле
довательно, и уравнениям (4.1), где

Ф(1/, 5) Г(х) 4- {Ь(х, д/дх) — £°(я, ^1<)у)] V
4' (//• л‘)=С» (х) — (7?(х, д/с/х) —- Я?($, О/Оу)] V (4.4)

Для того, чтобы воспользоваться результатами [9. 10. 2, 3, 5] о пло
ских задачах, необходимо оценить нормы функции (4.4) в пространствах 
Р’(А) и 1/’+,;2(^ )• 
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Предположим, что при я = 0 справедливы соотношения

/"'е УЩУкМ). / (”Ч ) (4.5)

Тогда в силу (3.3) и того, что носители коэффициентов операторов / и Ь 
отделены от М. находим

Г(И(-, 4 vjuif+iic ( . si; z; (4.6)

й.И՛

«const!!/; HW rls՜; UT'?(Af )(-’4֊iv; F,’.V(2)Fi

Операторы Z.—L" и В—В второго и первого порядков, соответствен
но. обладают следующими свойствами: коэффициенты при О'-Оу ,Оук в 
/.— U и при Ojoy в В — В” Обращаются в нуль, если/у—0; все коэф
фициенты этих операторов гладкие в 2 вплоть до границы функции. 
Поэтому

p|(£-4»)v(-.։)։ И-ЛОГ ֊1(В-Д|1)и(-, s); Г?7’(Л1г (fl Л« 

'

«const«« iz;'/(2)f4 '<>»/№: H’.7(1>'.МУг', (4.7)

Окончательно, используя теорем} 1. лемму 2 и соотношения (2.1). из оце
нок (4.6). (4.7) получаем неравенство

|(|Ф(-, s); n'l՜ (■. s); vy' -tdk )IFj ds <

iMf
«const|(/; И («))’+!« ; V? '“'(/W )|! + k;

4 I/*1'; l'?(^.M)!f+k՛ VT' WM )]f| (4.8)

Гак как первые две строки системы (4.1) образуют плоскую задачу 
теории упругости, а третья задачу кручения (см. (4.2)), то, согласи; 
результатам [9, 10. 2, 3, 5 ] об асимптотике решений двумерных задач, 
справедливы асимптотические формулы

(vr, vrj) { Cj (s).(cos О, sin 0) c; (s) ( — sin 0, cos 6) :

4- C»(s) г” (СЛ (*, !l), (/J(s, &); :֊ C2(S) r' -(t/;(։, ՛>). £/?(s, 0))} ' (,)

+ «, Vp), Vv = !cj(s) 4֊ Q (sir1 :и'{Ъ</ И 4- С4-9)

Здесь аргументами функций v;։v’ являются переменные у, $; угловые 
части (Jr, Ui>, Ui определены равенствами

U\ (s, 0) = (2 £ (S) - 1) sin r<2 -}֊ sin 3 G '2

Ul(s, 0) (2 Д (s) 4-1) cos5/2-F cos36/2

U2r (s, 6) = (2 k (s) - 1) cos 6/2 4- 3 cos 3 6/2

Ul(St 0) = — (2^(s)-|- 1)sin0/2 —3sin36/2, {/?($) cosO/2 (4.10) 

где fc(s)=3 4v(s),v(s) [£Д0, s)-2G(0,s)]/[2G(0, s)4>2£U0, s)]



В силу результатов [9. 10] при любом р > 0 и каждом я справедливы 
оценки

з
>]'|C;(s)|= + |C;(s)|։!+lu’(-. ։); 
/-։

const {(Ф (-,։); Vя, (i)f , s); VI*V>k '' )f +

+ fo (•,։); и? s’(fr)f) (4.11)

Интегрируя (4.11) по оМ. из неравенств (2.6) и (4.8) получаем, что 
c.j, С г ‘ л v Jt>*^Z.2(Z)\A/), Л = 0,---, q 4֊ 2. Здесь 'и да

лее через 7*v обозначена совокупность всех производных порядка Л 

по Z/r Z/2 от иектор-функции v.
Так как в окрестности <)М поля и и о совпадают (/—1), то до

казано следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть в дополнение к условиям теоремы I выполнены 

соотношения (3.1) при и =1 и (4.5) при и = 0. Тогда мя решения 
задачи (1.1), (1.2). (1.4)—(1.6). (1.8). нормированною усло

виями (2.2). справедливы асимптотические представления

(иг, иь) = {<?! (s) (cos 5, sin 0) 4- с> (s) ( - sin 9, cos 9) 4՜

4֊ C,(s)rM((/;(s, 6) 4 Ul(s, 5))+ C2(s)rl2(^(s. 0). t/?(sr 0))J 7 (r>

+ «• «!) (4.12)

И* {Сд (5) 4- сй («) г1 2 и' (6)} 7. (г) 4֊ Ш

арч ~ 2 с;(0, 5) г՜’2 {с\ (8) у: (б) 4- с2(к) у2 (0)| /. (г) г о- р, у г, ь
1 —‘‘рЦ *^РЧ 1 ՛ ՛

=„. = 4-^(0. 5)г '2С։(5)^ (0)/(Н-1-Р = г, ՛> (4.13)
2 рг

8ДД 0(0. ։)г-։'’р,(5) 2՛. (6)4-03 (6) (!■) + >;, (4.14)

Здесь аргументами функции и/։ и з?1/ явля/отся переменные у, *; 
угловые части в соотношениях (4.12) определены равенствами 
(4.10), а в соотношениях (4.13), (4.14) равенствами

3
2

\l (o)=Asin± + -L
А, ՝ 7 2 2 2

.39 v,2 ft. 5
s։ny L,Jj) = ycos

(I

2
3 

cos —
2

3 3 0kt1 tr. 3.9 1.39
7, («) — sin - —sin — >^8« 2 2 2 2

3 3 6
У (9)֊— cos —
-e« 9 2

— cos —
2 2

s;։ <G) 3 9 G
cos------- cos — ’

2 2

(4.15)
■> '0 3 9

y-(6)=sin— 3sin —
Ao՝ 2 2

։ G 2 9
S„ («) =— S,. («)=®։՞ 7 ’ 2„ (r') = 2„ <։) - =°s 7

при любом ?^>0 справедлива оценка
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3 д-֊2
У !|су; 4(<МПц-МСу; ‘ ' ?}«*; Ь(/)\Л/И ?

2|г։ ,+'3*։£։(0хМ)|<СЦ/; Н(2Х + |«՛; И' ” (ЛГ )|+ (4.16) 
[ /х՜1

+ 1«: »7 ь,/։ ! ։/՛"; К.'(0\Л/)1 Н? ՛11: V'! '"(М ПЛ>)1

(де постоянная с не зависит от /, у и £.
Доказательство, Осталось указать, что представления (4.13). 

(4.14) получаются после дифференцирования формул (4.12) по у1 и при
менения неравенства (3.2), >! — 1 (ср. (1.1), (1.4), (1.8)).

■Замечание. 2. Выделенные в асимптотических формулах (4. 12) п 
(4,13), (4.14) слагаемые не принадлежат яри ’>£(0,1 '2) пространствам, 
содержащим и з‘։/ .

Покажем теперь, что при наличии дополнительной гладкости по ՛•> 
внешних нагрузок / и £ коэффициенты интенсивности С ; и функция 
су в (4.12)—(4.14) приобретают дополнительную гладкость.

Обозначим через С/,. (г, &, .•։) выражения, стоящие в фигурных 
скобках в формулах (4.9), а через Ил (г, О, з) (через хА (г, 0, х)) — ана 
логичные выражения, где с/. С. заменены на </с;7^х, ОС !,дз (Л° заме
нено на дк? Оз).

Продифференцируем краевую задачу (4.1) по Имеем

Ь* ($, ОЮу) «<»> (у, з) <1> ($. О!Оу) V (у, 5) Ь Ф<1> (//, $) =0 Н к

В°($, д(ду) о<։> (у. $)— 5"<п (х, 0/ду) о (у. $)= ։Г (у, з) на Ок' (4.17)

Гак как (7- решение однородной плоской задачи теории упругости и од
нородной задачи кручения, то [2, 3, 5]

0 = Л(Л(/)= — и -у АУ А- и^А1 (4.18) 
дз дз . дз

где А {/-и(х, О՝1с,у)> (з, О Оу)\. Введем вектор-функцию

ад (г, о, х)~ г’ш (г, г>. $)— ^ (г, о, $) 7 (г)

Из (4.17). (4.18) получаем, что

(х, — т и» -Ь<? = 0 в А; /3°( х, —ад - на дк (4.19)
\. Оу/ \ Оу/

где

|ф, 6 ; = |Ф>‘\ Ф’ <п| {£<>(։>. В°п>| V* 4.

+ [{£ои>. х.| и В0,, у.]Н (4.20)

Допустим, что выполнены включения (3.1), \ ֊ 2, и (4.5). = 1. Из
(4 4), (4.16), (3.2) и того, что носители двух последних слагаемых отде

лены от при любом р > 0 справедливо неравенство
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(•, տ); К’,,(/.•)!= ֊г ք* ( ,տ); )?| А <

им

<с (?) Л/; н (2)Г + |? : 1/у'л(М ) = + )«; ИТ'՜ (сЦ,)^ +

+ (/“’! УЦОумуг - 'а^^ И,’+1'։ (йпл/ ),= ■

-. 41": V? (£КЛ/ГНг <«; ИГ’'’(ДпМ )Г}

Остается воспользоваться теми же результатами о двумерных задачах. 1 
и при выводе оценок (4.11), (4.16). Гаким образом, при А = 1 имеем

з
у Цс,; ^2՛ (5М)|+1СУ; ^(ШККсопл П (/, я , г) (4- 

где

П(/. г .г)--,!/; г-. И’!(,м > - йт '՞ ՛
к? |յ(ճո« ): +

+ У [Г/1՛’’; П(£>\Л/)|1+^- (П; и? '1’ (О Ո л/-);г)

При помощи подобных же выкладок получаются неравенства (4.2Ц 
при Д' 1> 1 Итак, установлено следующее утверждение.

I е о р ем а 4. Пусть о дополнение к усяовия.ч теорелпя / выполнены 
включения (3.1) որս н - I  А' 4֊ 1 и (4.5) при п = 0  Л Тогда для 
коэффициентов с и С, в формулах (4.12) (4.14) справедливы оценки 
(4.21). Кроме того, для остатков и* и о н формулах (4.12)—(4.14) име 
ют место неравенства

Л' р, + 2
М) -Г

- օտ
1~1 
V 
Ճ-1 
У "

, д" =’ 
’’—Г 

ժտ’

£5(2)’\Л7)! Հ՜օօոտէ 11 (/, о ՜. #)

5. Лсмлглготила решения задач лолзрчести. Введем обозначения для 
«замороженных» на ребре &М трещины реологических характеристик:

6՝Ղէ տ) = а (/ -7. (х), л-), (/. $)~ £,; (/ 4-7 (х), X-) При Х^()М

V {/, х) .[л; (/. х) -2 в к, х)] (26’ (л л) -

4- 2£՜* (է, *)], Л (6 х) = 3 — 4 * (/, х)

7° (է, տ) = * (/4֊ у- (х), х), № (/, տ) = Հ- (Г / (х). х) при Х^(/М 

". տ) = /?, (/ և 7 (х), •: 4 X (х), х) при Х-0М, I 1, 2 

Здесь (0, $) криволинейные координаты точки х^^М.
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Теорема 5. Пусть а дополнение к условия.»։ теоремы 2 выполнены 
соотношения (3.8) при п 1...... Л | и следующие включения при
Л = 0,1,..„/V:

/'”££" (0, Г; И; (7) /Ю), ц <"> - £“ (0. Г; V4. ‘֊2£ПМ ) (5.1) 

©Тогда для решения и^Л“((), 7՜; ИЛ’(2)) задачи (1.1)—(1.6),. нор
мированною условиями (2.2). справедливы асимптотические пред
ставления

(и., ив) = ! С, (/, $)(СО5 б, $1п 6) -г с2 (/, $)( 55П {), СО8 б) / (г) -р

-г г'”! 2 С.. (/, ։)(£/'(/. з, &>, Ы(1, ։,0)) + Л,(/, з)(з!п —• со5--) + 

I /-։ \ 2 2 /

Лл(/. «)^СО5—-» -йп^Х(г) !-(«;, и1) (5.2)

Н» = [с3(/, з) ֊ г'' С3(1, з) 1Г, (6)1 / (г) I и'

2 /
=А, = 2ОЧЛ 5)г-'-£ВЛс 5)2Д0)/(г) ,’ы. Ь,1=г,Ь

՛՛

---------7^('- Н3(/, 8)5Ш ~ X (г) -в»,

'„ =-у^и(6 5) г '*^з(/, 5)С08~/(г) (5.3)
«и £.

ь о?. С/1 (/, з) г 1 ’ Н% (/, $) з։п — Т В'. (/, з) соя —

Здесь аргументами функций Иь, •/,/ являются переменные ((,у,8)} 

угловые части 2՜ Дб) задаются формулами (4.15), и функции

8, 0) определяются по соответствующей функции 1^։, ($, Ч за
меной ч (4.10) величины А-(л) на А-|։(Лл՜),՜ коэффициенты /1։ « /42 в 
(5.2) при каждом в определяются через С\ и С. из уравнения 
Волътерра второго рода.

АД1, »)+ 211-1 --.5))/։,^ 3)^֊

о

֊ р?(6 3) АД-., з) <1֊- + 11’ [[/?? (Л ... ։)

й о

֊ Я?((, ։)]С,С. ։)</֊֊

л
-8 5)֊^“(т, з)]СД-:, ։)</-=0

и
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коэффициенты интенсивности А, /?3 выражаются через Сх, С- 
С3 формулами

1
В։Ц,։) С/((, ։)—С/г? (/, •:,։) С//=1,2.3;

II

коэффициенты интенсивности 1^, связаны с Ср С8, л1р /42 ра
венствами

в,(>,з)= (<’д) <с;-эи, 8)2р(/.з) 1]
V (• « оу 

(
-|֊( ^{1. ։) |СУ-з(т, «)2[А»(Л ։) 1]+ Л.-4-. х)| Л-

*' м’о

28

^1£±>-[/г;(л,,։){е,.:,(-.։)2Г4’(л։)-1р д, / д.5 

6(|° (/, $) Л 
и

Остатки иь, ом в представлениях (5.2), (5.3) малы по срав
нению с асимптотическими слагаемыми в следующем смысле: при 
любом р^>0 справедливы оценки

1УГ’՜54' V}—Д;(0 Л/). Т -

£а(/)\ЛУ), 7 ’•-С соп»1 II (/, 7՜) (5.4)

п (/, 8 • «; Т) =![-. и; (8). л + -х ; ИГ՛ • (М ), П 4-

+ 18; " Ш). Пг1ГИ? (О Л/). Л+8« ՝,Л՜ И ' = («ПЛ/ )+

+ 2 11/(Л. Н(О\Л/). ЛЖя 1Л; Н"‘-'(£>пЛГ ), Л. 
/ I

Коэффициенты с{, .4,. В} в (5.2), (5.3) удовлетворяют нера
венствам

V 1Ч: Л| нс,; \СУ(оМ). Л} |- Г;
л 1 и-1

[-УША ^'(дМ). П<сопз1Г1(/,^ . Г) 

/֊»

Загечание 3. Выделенные в (5.2), (5.3) асимптотические слагаемые не 
принадлежат при р (0, 1/2) пространствам, содержащим и՝,, и =^։

Замечание 4. Из формул (5.3) и (4.14) следует, что асимптотика пе
ремещений иг, и0. и, и напряжения в задаче теории ползучести от
личается от асимптотики в задаче теории упругости.



1;Ր«|ՑԱՓ ՃԱՔՈՎ Ա|ՀԱ11'Ա111;|1- (1ԵՐԱ8ՈՎ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ 11ՈՎՔԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 
ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿԱՆ

Ն. Խ. 2Ա|41Ի1»-ԺՈ1'ՆՅԱՆ. II. Ա. ՆԱյ/.Ա։՚|1Վ. Р Ա. СП5Ь№

Ա մ փ и փ n ։ մ

Առաձգական ութ յան տեսության ե անհամ ասեո ծերա րոգ սոգրի տեսության 
մեջ եռա; ափ մարմնամ երկչափ ճարի եգրի -շրջակայրի յարումների և սւեղափո֊ 
խրէէմնհրի Համար սա արված են ե հ իմն ամււ րվ ած ասիմ պտուոիկ ներկա յարում - 
ներ։ Դիտարկվում Լ մարմնի ե գ ր ի վրա հ ճարում տրված մակերևույթներին 
ածերի ղևսյրրւ Ասիմ էգաւէաիկւս յի արտածւոմր Հիմնվում Լ ПР"? հ?ո^ւ1' '»աք»։։-- 
ծոլթյուններոէմ առաձգականության հ ոողրի տեսության խնգիրների յուծում- 
ների կոկրրիւոիվ գնահ աաականների և Հարթ խնգրի յուծումների ասիմ ւգւոէէւոիկ 
ներկայարմ ։սն հ ճարով տիրույթների պսրման իւնգիրների վրա։

ASYMPTOTIC FORMULAE FOR THE SOLUTION OF PROBLEMS 
OF CREEP THEORY OF NONHOMOGENEOUSLY AGING MEDIA

N. Kh. ARUTl.-NIAN S. A. NAZAROV, B. A. SHOIKHE1

Sum m a г у

An asymptotic behaviour of .stresses and strains near the edge of 
the crack in the three-dimensional body in the theory of elasticity or 
in the creep theory of non-homogeneously aging media is obtained and 
proved. The case of action of surface loading is investigated. The 
inference of asymptotic formulae is based on the asymptotic formulae 
for solutions concerning the plane problems and the problems of torsion 
in the domain weakened by an infinite crack. The basis of the formulae 
in question is the use of the coercive estimates for weighed functional 
spaces of solutions concerning the problems of the theory of elasticity 
and the creep theory.
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