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Упруго-пластическое на пряжен но-деформирован ное состояние цилинд­
рической трубы и полого шара, находящихся под действием внутреннего 
давления, исследовалось многими авторами | 1|. !> [2 6] эти задачи рас­
сматривались с учетом неоднородности распределения механических свойств 
материала по радиусу трубы или полого шара. В [7| определялись напря­
жения и перемещения в вязкоуируго-иластнческом полом цилиндре. Общие 
вопросы механического поведения вязко)пру։ о-пл.к . ических нестареющих 
материалов обсуждались в [8]. Основные уравнения теории вязкоупруго­
сти для неоднородно стареющих тел даны в [9. 10].

В настоящей работе рассматривается задача о напряженно-деформи­
рованном состоянии вязкоупруго-пластичсского полого цилиндра и полого 
шара, материал которых подвержен неоднородному старению.

1. Осесимметричная задача о кваэкстатическом равновесии под дей­
ствием внутреннего давления полого цилиндра может быть рассмотрена па­
раллельно с аналогичной сферически симметричной задачей о полом шаре. 
Для этого в основные соотношения, определяющие постановку этих задач, 
введем параметр П. который может принимать два значения: п I, что 
соответствует задаче о полом цилиндре, и Л — 2 — в задаче о полом шаре. 
Полый цилиндр и полый шар в дальнейшем именуются одним словом «со­
суд».

Будем предполагать, что толстостенная оболочка сосуда изготовлена 
из изотропного, несжимаемого и подверженного старению материала, ме­
ханическое поведение которого зависит от уровня напряжений. При напря­
жениях, удовлетворяющих условию пластичности Мизеса

/(МЦмГГ=0 I
где — компоненты тензора и девиатора напряжения соответствен- |
но. а К— предел текучести при чистом сдвиге, поведение материала описы­
вается уравнением теории идеально пластического тела

, | о, /(с։..)<0

Ь/д./2№>0, /(0о.)=0
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где е? — компоненты скорости пластической деформации, л—коэффициент 
пропорциональности и ассоциированном законе течения. При напряжениях, 
удовлетворяющих неравенству /(з,7)<^ поведение материала подчиня­
ется реологическому уравнению линейной теории вязкоупругости

I.

где -'у—компоненты вязкоупругой деформации. 6' — модуль сдвига. 
Qi.it т) ядро ползучести. ֊ момент приложения нагрузки, / теку, 
шин момент времени.

Полная деформация в точке тела определяется как сумма вязкоупру­
гой и пластической деформации

2. Представим, что сосуд с внутренним радиусом а и внешним радиу­
сом Ь был изготовлен «послойно», то есть таким образом, что его внешний 
радиус возрастал во времени по закону р՜* (/). Пусть изготовление сосуда 
было начато в момент времени I — 0 и окончено в момент времени

то есть р 1 (0) а. / (^) ~ Ь. Предположим далее, что в момент 
времени I* к сосуду было приложено внутреннее давление которое 
в дальнейшем непрерывно изменяется по закону />(/), р(/«)—/>«. Внешнее 
давление принимается равным нулю. Обозначим через т’(г) момент изго­
товления (зарождения) элементарного слоя радиуса г. В частности, будем 
иметь т' (а) = 0. г (Ь) = /.^.Функцию Т* (<). определяющую скорость 
и последовательность изготовления сосуда, будем в условиях данной задачи 
считать непрерывной, монотонной и ограниченной. При этом функции 
!՛՝'(/) и т‘ (г) являются взаимно обратными

^ ((.*(/)) /

Допустим, что модуль сдвига и предел текучести на сдвиг материала из­
меняются во времени соответственно по законам

г;֊֊<;(/), к = К{1)> (2-и

Если сосуд был изготовлен за промежуток времени достаточно большой 
для заметного изменения материальных характеристик, то при решении за­
дачи необходимо учитывать тот факт, что модуль сдвига и предел текуче­
сти являются функциями не только времени, но я пространственных коор­
динат, то есть стенки сосуда являются неоднородными относительно этих 
характеристик по толщине. Иначе говоря, величины С и К будут изме­
няться в различных точках стенки сосуда по одному и тому же временному 
закону (2.1). но с тем или иным запаздыванием, обусловленным различием 
во времени изготовления отдельных слоев

С'(/, г) ^ £(< ---* (г)), К(6 г) = К(,-т*(г))
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Зависимости такого вида с запаздывающим временным аргументом, ха­
рактерные для тел. находящихся в условиях специфическом возрастной не­
однородности. введены в [9. 10] при описании ползучести неоднородно 
стареющих сред.

Далее допустим, что под действием давления в начальный момент вре­
мени /„ внутренняя часть стенки сосуда перешла а пластическое состояние. 
Обозначим через с радиус поверхности, ограничивающей область пласти­
ческого состояния материала (при я 1 эта поверхность будет попгрхно- 
стью кругового цилиндра, при п — 2- сферой). Очевидно, что этот ра­
диус будет функцией времени с - с (/).

Условие пластичности в рассматриваемом случае редуцирует» и к виду

г) з, (/, г) ч(л) Л'(/ — -*(''»

где с (т г. :) компоненты напряжения, л величин.։ X (п) определяет­
ся следующим образом:

С(1)-2, С(2)-УЗ

Обращение определяющего уравнения вязкоупругого поведения принимает 
ВИД

։.«./) 2р(/֊

I
-]»:(-•') * ('֊•’(>■). -֊’•(г))а-| 

г»
где А’ (1.1) — ядро релаксации.

Предполагается, что материал ни в одной точке тела не переходит ИЗ 
пластического состояния в вязкоупругое, что в рамках данной задачи рав­
носильно условию неубывания радиуса пластической зоны г/б(/ 
В этом случае полные деформации в зоне вязкоупругости (С(() ^.г^.1)) 
будут равны вязкоупругим деформациям. В пластической облает;։ 
(а^г^ с՝(О). ввиду статической определимости задачи, полные дефор­
мации определяются из условии на границе раздела пластической н вязко­
упругой областей.

3. Запишем основные соотношения, определяющие постановку задачи 
в области а г Ъ-.

уравнение равновесия —

Г(?зг((, г)/^г+п[з,(6 г) — 5е{/, г)] = 0 (3,1)

условие несжимаемости —

«г(6 г) -Г (/, г) = О (3.2)

соотношения Коши —

«, (/, г) = ди (I, г)/дг, *г (/, г) = и ({, г)/г (3.3)
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в области а -С ' ‘ (>):
условие пластичности —

% (6 r)-=f(/, г)= :(п)/с(/-^(г)) (3.4)

граничное условие —

3г(Са)- — p(t) (3.5)

в области с(0 г ^.Ь: 
определяющее уравнение —

\ (С г) - Гг(/, г) = 2 (G (t - Т* (г)) (% (/, г) - зг (/, г)] -
I

[[%(*, г)-=,О, г)]/?(/ --'(г), ֊.-z*(r))d֊} (3.6)

граничное условие —

=,(О) = 0 (3.7)

Кроме того, потребуем выполнения условий непрерывности напряже­
ний на Гранине раздела вязкоупругой и пластической зон

3U)(/, с(/)) = 012)(/։ С(П) (3.8)

=^(6 с (О) - с(/)) (3.9)

В этих соотношениях I /о; >:.• компоненты полной деформации: и ра­
диальное перемещение; верхние индексы 1 и 2 означают принадлежность 
компоненты напряжения зоне пластичности и зове вязкоупругости соот­
ветственно. Заметим, что для полого цилиндра ('? “ 1) постановка задачи 
предусматривает случай плоской деформации, когда осевая компонента пе­
ремещения равна нулю, а осевая компонента напряжения определяется так

=.= •֊- К + ’.)
Интегрируя уравнение несжимаемости (3.2), получим, что перемеще­

ние в областях пластического и вязкоупругого поведения материала опре­
деляется единым выражением

u(t, r) = A(t)/rn (3.10)

где А (/) — функция времени, подлежащая определению.
4. Напряжения в пластической области (а t с (/)) находятся из 

уравнения равновесия (3.1) и условия пластичности (3.4) с учетом гранич­
ного условия (3.5)

з'П(/,г)= - р(/)4пС(л) [<•(/, /֊)-*(/, «)] (4.1)

3‘*'(Л Н= р(О + С(л)[А'(/ ֊-*(г))-֊п(Ш а))] (4.2)

где
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!•(/, г)-. | г-«ДГ(,

Определим напряжения в вязкоупругой области (с (О г 
Подставляя (3.10) в (3.6), затем п (3.1) и интегрируя, получим

г) = 2л(л + 1) »Л (/>[։?(/. г)-^(/, 6)]-

/
[л(-)(М/.-,/•) р(/,г6)]^} (4.3)

г> 2(п ♦ 1) Л(0[г ' 'С(/ -’(г))+п(г(/. г)֊»«, »)]

1
֊ р(-)Р՜“՜’-'(г). : '* (г)1 • л(р(/, г) р(/, />))|<Л|

(4.4) 
где

(Л г)~ \ г я '6(1 •. (г)) </г
V

Р(6 ( Г ’ 1 R (/ — ?’ (г), (г)}4г

I
■2п(п Г 1) А (()[«(/, »)֊«(/, с(0>1-|4 (-)[?(/, 6)-

ь

у(/, с (/))!</:} 4 п’.(л)[^(/, с (0) — £('. <։)'. р(0 (4.6)

Здесь обозначено Н* - т* (с (/)).
При заданных зависимостях для внутреннего давления р (/), упруго- 

мгновенного модуля сдвига 6’ (О. предела текучести Л՜ (/), ядра релакса­
ции /? (/. т) и функции т՜ ('). определяющей скорость и последователь­
ность изготовления сосуда, соотношения (4.5). (4.6) образуют замкнутую 
систему уравнении для определения двух неизвестных функций .4 (О и 
с (О. Аналитическое решение этой системы может быть получено лишь и 
некоторых частных случаях. В общем случае для решения системы уравне­
ний (4.5). (4,6) могут быть использованы численные методы, например.

Используя условия непрерывности напряжений (3.8). (3.9). будем 
иметь следующие соотношения:

2(пн 1)к(/)] {Д (/)(« (/-И
I

- ^'л <-։) R И- 5«, — в*) (4.5) 
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метод, основанный на дискретизации по времени, после чего радиус пласти­
ческой эоны на каждом временном шаге определяется из решения некото­
рого трансцендентного уравнения. Ядро релаксации при этом, следуя | 11]. 
можно принять в виде

А’(С -)= (4.7)
д՜

где ф (т) — функция старения 112], у некоторая константа.
Если в (4.5), (4.6) положить с (/) = с = const (а с Ь), то и?, 

этих уравнений с учетом (4.7) легко получить выражение для давления 
рс (0> при действии которого радиус пластической зоны не изменяет во 
времени своего значения. Действительно, пользуясь соотношением (4.7) 
и дифференцируя (4.5) по Z. после некоторых преобразований получим за­
дачу Коши для определения функции А (/)

A" (t) G(t - т»(с)) - A(t) \G'(t -*(с)) 4֊ \G(i - -*(c)) -

- Tf (' ֊ ֊-* (с))] = m [;Г (I (C)) 4֊ K" (t -* (c))|

A (t0) = mK (/.. -t* (c))/G(/0-t*(c))

~*{c))K(tlt--.* (c))IG(fn t*(c)) I- X"(/0-^(c))l

где штрих означает дифференцирование по / и для краткости введено 
обозначение

т

Решение этой задачи есть

i в
Г f С I jyА (0 = .4 (/0) 4- \ -4' (/„) Л (fo) Г Н(֊.) т. (-.) dr ֊ - (4.8)
J ։ J J т. \J)t. t,

где введены обозначения

H(s) = т (5 - т* (о) 4- К” (s - -* (c))\IG(s - ֊* (с))

7;{s) =expj(՝(y֊t (G'(s (с)) —7?(s—'’(c)))/G՝(s- -* (c))] dsj

Подставляя (4.8) н (4.6). где нужно положить с (/) = с - const, получим 
явное выражение для р (/)> которое из-за его громоздкости здесь не при­
водится. Представляет интерес выражение для давления />*(/), под дей­
ствием которого сосуд находится в условиях начала образования пласти­
ческой зоны. Для его определения достаточно положить с = а в выраже­
нии для />*(/)• Величина минимального давления р‘. которое в момент 
приложения обусловливает переход оболочки сосуда в чисто пластическое 
состояние, определяется из уравнения (4.6) при ! ~ 1„ и с (/„) = b

р' - п' (п)[А(/0, b) — k (/о, о)|
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Заметим, что сделанное предположение о том, что пластическая об­
ласть начинает развиваться с внутренней части стенки сосуда, налагав 
определенные ограничения на зависимости <7 (։). К (!՝). г,: (' ). Действи­
тельно. достаточным условием этого будет монотонное убывание по радиу­
су при каждом I функции

»(О) 17,4, г))‘

где второй инвариант девиатора вязкоупругих напряжений. Та­
ким образом, выше рассмотрен случай, когда при /’>/.>, а-<с(/) 
■С г < Ь выполняется неравенство г)/дг<^0. В случае, когда

г):Ог > 0, может произойти образование пластической зоны на 
части стенки сосуда, примыкающей к внешней свободной от нагрузки 
поверхности. Когда 0<а(Сг)/<?г 0, стенка сосуда может перейти в
пластическое состояние только по всей толщине сразу.

Соотношения, определяющие решение задачи, сохраняют силу и для 
случая монотонно убывающей։ функции т:: (/), что соответствует последо­
вательному изготовлению сосуда, начиная от внешних поверхностных слоен 
я кончая внутренней граничной поверхностью.

При постоянных 6՝ (т). Л (т) и ч (т) соотношения (4.1) (4.7) дают, 
в качестве частного случая, решение задачи для вязкоупруго-пластическо- 
го нестареющего материала. При этом в момент приложения нагрузки 
имеем решение классической упруго-нластическон задачи о напряженно- 
деформированном состоянии однородного сосуда, изготовленного из несжи­
маемого материала.

5. 11ри проведении численных расчетов для модулей 6 и л примем 
зависимости

О’(0=С-(1֊?е *') (5.1 >

К(П- АГ«(1-;е ■') <5.2}

которые отражают «затвердевание» материала с увеличением его возраста 
(3. 'х. с. ц — положительные константы).

Зависимость (5.1), предложенная в [12] для модуля упруго-мгновен­
ной деформации стареющих материалов, и зависимость (5.2) для напря­
жения течения качественно описывают изменение этих механических ха­
рактеристик в зависимости от времени физического старения для широко­
го класса полимерных материалов. В частности, для акриловых волокон 
зависимость (5.1) экспериментально подтверждена в [13]. Данные об из­
менении напряжения течения с возрастом для твердого поливинилхлорида 
приведены в [14].

Далее, функцию старения определим следующим образом:

<?(-•)=■= С(0)(| + -Хе ”)

где ф, у, х константы, определяемые из опытных данных ио ползучести 
стареющего материала.
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Ограничимся случаем, когда функция т' (г) является линейной и за­
дастся одним из выражений

'(г) = /*(/■ а )/(/> —о) (5.3)

-г(г) /*(6 г)/(6 —а) (5.4)

Выражение (5.3) соответствует увеличению радиуса сосуда с постоянно։։ 
скоростью от величины а до величины Ь за промежуток времени /*. Зада­
ние функции т՜ (г) в виде (5.4) соответствует изменению радиуса сосуда 
от величины Ь до а в пронессе изготовления.

Наконец, для внутреннего давления примем выражение

Р(() = Рь +• <l(l (5.5)

11ри расчетах величины, имеющие размерность длины и давления, отиесе- 
ны к внутреннему радиусу сосуда а и предельному значению напряжения 
течения К^, соответственно.

Расчеты по формулам (4.1) (4.6) были проведены для полого шара 
2) при следующих значениях констант: 100 час: 6 ~ 2:

(7-, =100; р0 --1,6458: ‘Г = 0,05; </= а — р.--=•/ = 0,05 час՜*; 7 0,1 час ’.
На фиг. 1 приведены эпюры напряжений для трех характер-

ных случаев нагружения полого шара 
внутренним давлением, изменяющимся 
во времени по одному и тому же закону 
(5.5). Цифрой 1 обозначены эпюры для 
случая, когда т*(г) определяется выра­
жением (5.4), а (/(/) = const (: = 0,5: 
8 = 0; /=0,45). Цифрой 2 отмечены 
эпюры, когда т* (г) задается выражением 
(5.3), а /<(/)—А՞« = const (; = 0; р — 0,5; 
X = 0,45). Наконец, для сопоставления 
приведены эпюры, отмеченные цифрой 

3, для полого шара, изготовленного 
из нестареющего материала с предель­
ными значениями модулей (7_ и А- 
(■ ft z- 7. 0). При этом сплошные кри­
вые линии относятся к мгновенному уп­
руго-пластическому состоянию, возника­
ющему в момент приложения нагрузки, 
а штриховые к моменту спустя 10 ча­
сов после приложения нагрузки. На 
фиг. 2 приведены соответствующие эпю­
ры перемещений. 11ринпип маркировки 
линий тот же, что и на фиг. 1. На 

Фиг. 1. Распределение ио тол до՜ 
пс стенки полого шара окружного 
(вверху) н радиального (внизу) 

напряжении

На фиг. 3 приведены графики, показывающие изменение со вре-
менем радиуса пластической зоны для трех названных выше слу­
чаен. Как видно из фиг. 1, неоднородность стенки сферического сосу-
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да относительно предела текучести особенно сильно сказывается, когда вну­
тренняя часть стенки заполнена наиболее «молодым» материалом, то есть 
когда предел текучести в этой части стенки еще не достиг своего предельно­
го возрастного значения, которое при расчете иллюстративного примера 
взято в два раза большим исходного значения в момент зарождения. Из

Фиг. "2. Распределение радиаль­
ного перемещения по радиусу

Фиг. 3. Распространение радиуса пл&сли 
ческой об лас।и

полого шара

сравнения эпюр 1 и 3 в начальный момент временя (сплошные кривые) вид­
но. что окружное напряжение на внутренней полости по сравнению со слу­
чаем однородного нестареющего материала изменяет знак, а но абсолютной 
величине возрастает в несколько раз. Максимальное отлично радиального 
напряжения в этом случае составляет несколько более 30%. Из сопоставле­
ния кривых 1 и 3 на фиг. 2 и 3 следует, что учет неоднородности распреде­
ления предела текучести но радиусу полого шара приводит к увеличению 
в начальный момент временя и последующему ускоренному росту радиуса 
пластической зоны, а также к существенному увеличению перемещений 
Ксли, наоборот, шар изготавливался «изнутри», гл есть вблизи полости на­
ходится «старый» материал, то существенное влияние на напряженно-дефор­
мированное состояние в зоне вязкоупругости оказывает неоднородность рас­
пределения в стенке полого шара вязкоупругих характеристик материала. 
Из сравнения эпюр 2 и 3 при Г = 10 часов (штриховые линии) следует, что 
окружные напряжения в этих двух случаях в вязкоупругой зоне существен­
но различаются. 11рн учете неоднородности на Гранине пластической зоны 
оно больше, чем а однородном случае, а на внешне;։ поверхности почти з 
два раза меньше.

ԱՆՃԱԱԱ11Ե11 ԾԵՐԱՑՄԱՆ ԵՆԹԱՐԿՎԱԾ Ա11 ԱԱԴԱՍԱԵՈւ-ՑՐԿ-ՊԼԱՍՏԻԿԱԿԱՆ
Խ1ՐԼՈՎԱԿԻ ԵՎ ՍՆԱՄԵՋ ԳՆԴԻ ԼԱՐՎԱԾԱՅԻՆ֊ԴԵՖՈՐՄԱՑԻՈՆ ՎԻՃԱԿԻ ՄԱՍԻՆ

Վ. I;. ՆԱՈՒՄՈՎ

II. մ փ ո ւ|ւ и । մ

Աշի»աաանրում ււրոշված Ւ Հավասարաչափ րաշիւմ ան նԼրբին ճնշման 
ւււէքդհցււԼքքշամ ր Հատուկ «հասակային» անհամ տսԼոոէքք չան սքա յմ աննԼրւււմ



գտնվող սնամեջ գլանի պատի մեջ լարումների և տեղափոխումների դաշտը г 
նյութը, որից պատրաստված Լ սնամեջ գլանը, համարվում է իղոտրոպ, ան֊ 
սեղմելի ե ենթակա / ծերացման, որի մ եխանիկական վարքը նկսւրա ղրվու մ Լ 
անհամասեո ծերացող միջավայրի ս4ւաձղամսւծուցիկ-:ղլաստիկո:թ յան տեսու~ 
թյուն ււեոլողիակտն ՚ ավասարումներովէ թաղահեո դիտարկված է սնամեջ գնդի 
անալոգ խնդիրը: Խնդիրը բերված Լ պ լսւսւո իկա կան դոտու փոփոխական 
յաոավդի և մամ տնակից ինլ որ օմանղակ ֆունկցիայի նկատմամբ երկու 
ինտեգրալ հավասարումների Համ տկարդի լուծմանը: Սնամեջ գնդի խ^Ղրի 
Համար րերված են թվային հեւոտղոտությոէնների արդյան բներ:

ON THE STRESS-STRAIN STATE IN A VISCOELASTIC-PLASTIC 
TUBE AND A HOLLOW BALL SUBJECTED TO 

NONHOMOGENEOUS AGEING

V. E NAUMOV

S u m m a г у

The stresses and displacements in the wall of a cylindrical tube 
subjected to a uniformly distributed internal pressure under conditions 
of specific age-nonhomogeneity are obtained in this paper. An isotropic, 
incompressible and aging material is considered. The mechanical beha­
vior of the material is described by constitutive equations of the theory 
of viscoelastic-plastic nonhomogeneously aging solids. Simultaneously a 
similar problem for a hollow ball is considered. The problem is reduced 
to the solution of a system of two integral equations tor time-depen­
dent radius of plastic area and auxiliary time function. The results of 
a numerical investigation are given.
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