
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻ$ Ո Ի Ի*ՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ А к А Д Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ с с р

»րւխանիկա XXXVI. № 4, 1983

КОНТАКТНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ОРТОТРОПНОГО БЕСКОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА

ВАТУЛЬЯН А. О.. ОВСЕГ1Я11 В. В.. ПРЯХ кН1Л О. Д.

В настоящее время хорошо изучены динамические контактные задачи 
для изотропных полуограниченных тел типа слоя и бесконечного цилиндра 
12—4]. Подобные задачи для анизотропных тел практически не исследо
ваны.

В данной работе изучена динамическая контактная задача для беско
нечного анизотропного цилиндра.

I. Рассматривается осесимметричная задача о колебаниях ортотропно
го неограниченного цилиндра радиуса п под действием колеблющегося 
штампа ширины 22, жестко сцепленного с цилиндром.

Полагая в этом случае, что Ь'ч - 0 и 0 г, О: не зависят от В. из об
щих определяющих соотношений для ортотропного материала [1] получим

°г ~ ^П6Г "Г “Г ^п£-

30 = + А**,

~ Т Дгз՝^ Т՜ ^4за՜. (Е1)

= >. = о

диг иг ди.
£ — -----» £ = ---- » £ = —г~—
' Ог » г 1 02

Оп. ои, (1-2)
*гг ’ Ог !՜ Ох' "•’« 1Ъ 0

где А,-;— упругие постоянные материала.
Граничные условия зададим в форме

>. = ’,=0 ы>/

г = </ „ (1.3)

|г|</

Будем искать установившийся режим колебании и перемещения пред
ставим в виде:
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иг — и" (г, <г)ехр (— /••>/)

/гг = «'.'(г, г) ехр ( —/*՛>/)

Подставляя соотношения (1.1) и (1.2) в уравнения движения в на
пряжениях в цилиндрической системе координат и учитывая (1.4), полу
чим уравнения движения для амплитуд перемещений и".

(№ 1 Л? 1
-^н ~ “7/7 ^2-^։з ^я) X

д'и* , О2и°г 1 ди°
х +Л“՜^ + (Л*> - 4«з) — ?» в,

Л,” I в>мо #։«" <1,Э)
Ал'оё- + Л“Т77 + ('4“Н-4“>’Э^7’Г

1 ди° 
+ (>4Й + /155) — 4- Л33 = — ри/чЛ

Замыкаю'! постановку задачи об установившихся колебаниях условия 
излучения на бесконечности. При их выводе используется принцип пре
дельного поглощения [2], для чего в (1.5) достаточно положить 1՛։5 — ,
и.7 — ։*>2 /.•?:, построить решение задачи, убывающее на бесконечности а
в полученном решении осуществить равномерный предельный переход 
при I -* 0.

Сведем решение поставленной краевой задачи к системе интегральных 
уравнений.

Для этого рассмотрим .вспомогательную задачу, которая описывается 
уравнением ( 1.5) и граничными условиями вида

(1.6)

Для решения вспомогательной задачи применим интегральное преоб
разование Фурье по * к уравнениям (1.5) и к граничным условиям (1.6)

(Гиг 1 4и- 1 -
•4 ц ~г*Цг ~ ** г

</и. . - 1 -
X ~ — Л"А:<1иг — /з (А 13 — Д23) — и.4- == 0

1 (/и. Ии,
Ак-^ 4- А„— - Уз (Д„ 4- АУА — - 

(1.7)

— /а (А 53 4- 4И) — иг— а-Дэзп։ }- рА։ = 0
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А1 4՜ Аг г иг Азм-|г </ ~ аг

л (<1и--
/4551 ֊֊ — /2«

\ дг

(1.8)

где и_, ц, — преобразования Фурье соответственно «?, и^.
2. Соотношения (1.1) необходимо дополнить условиями, вытекающи

ми и > того, что цилиндр сплошной | 1], то есть

•^и — >42г, -Аз ~ -Аз
после чего соответствующая краевая задача примет вид (2.1), (2.2)

/й'и, 1 </и, иг \ . л - , . ди,А։= ( -г — -- —у А (?1”՜' -ЛгЛ1֊)иг - ։л (Дп + Д5,) — - О

(2.1)

(<Ри, 1 ди, \ — /</«, и, \— + - А^) цз - 1х (Д„ 4- АЛ ( ֊^֊ -I- —) = О

А։ + Аг г ։1' г'аАли; к -</ ֊ 3Г

/с!и. . -
Аг. ( —- 5А дг

(2.2)

Решив эту задачу и применяя обратное преобразование Фурье, полу
чим окончательный вид для перемещений и°г и при г = с/

со

/' «"'Ттк՜ \ (Л'1Л4 /А'12ТГ\) ехр (- (их) ди
Аз V 2» и

—
(2.3)

п° - —----- | (/А«л,' г £пл-:,.)ехр(— (их) ди
՝' Аз Р 2- 3

— ОО

причем

(3Л 71 (°2) °1’2(3? -
А.’1։ -֊ ֊ А։։ - { -։/0 (з2) /։ («Л [•( 1'^1 -р 7, (х2 - 72։?)] -

- ЗзУо (31) Л (;Л IТПа’1 -Г Ъ (х2 — г2и2) ]| и К՜»՜1

^22 — [^г/։ (°‘>)/о (;1) ('։4 ~ 71) (*131 х” Р 72“2) " *1/1 (71)/о (°։)

X (74 ֊ I») (7։=г2 ֊֊ Ь 7«У) ֊ 71 (7։ма ~ А /о (’Л /о (°з) (5? ~ °?)1 А ’

А — ’з/о (3։) 71 (с։) (717«31 1՜ 7з (х՜ 7зм“)][; П։՜’! 7з (*3 ։՜ 7зм“)1 

֊ =17о(=з)71 (с1) (7172’2 -г 7з(*’ —7а«2)] [717։3? 7։(*’ Ь Т3ыг)] +

+ 717а(74— 71)( 72 -Ь7з) 71 (’Л 71 (°г) V։ (с? —’։) (2.4)
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Здесь Л (О—функции Бесселя первого рода н введены следующие 
обозначения:

. О?=44 = '1^ и1 =

ж- _ ^‘<Г‘
Ли ” -4« Ли

(2.5)

... -А»11 — “Г—» 4й՛ X — —
Ли д

а 5Х (А- 1. 2), (1т з4 0) есть корни следующего характеристиче
ского уравнения
7։7«3‘ ((71 4֊ 7а) **' -г (7, 4֊ 27171 71) «:| (»’ 7 г"') (х* •»') 0 (2-6)

Если <1 » 1. то уравнение К., = 0 вырождаете.՝՛ к уравнение Рэлея для 
анизотропного полупространства (при 4 4 <0),

Используя представление (2.3) и учитывая принцип предельного по
глощения, получим систему интегральных уравнений первого рода с раз
ностными ядрами относительно неизвестных контактных напряжении сле
дующего вида

где

А (/) = А (ц) ехр (/и/) ди

(2.7)

(2.8)

Здесь контур о выбирается, как указано а | 2]. Общая теория систем 
уравнений вида (2.7) подробно освещена в (2].

Решение системы (2.7) строится методом фиктивного поглощения [4] 
с некоторой модификацией в части факторизации матрицы 5 (и) (А'(п) - 
= 5(и)И(м), П(«)=/ ()[и - 0, м — ж, 1> 0» /-единичная ма

трица), которая в данном случае не вырождается при |«| • оо в 
функционально-коммутативную, а именно:

зп=С։|пГ։(1 + О(и' ’))

^=С,1«Г,(1 ЕО(«՜’))

*։» = ~ *:։ = /#!«!”’ (1 + О (и ’)) я1£п и
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1 • -27е) 2
I 7։ Иъ

7։7։ 7з111 7з(7з 2*։)1 4՜ 7г7з

! _ _ Г и ~ 7з(7а Т 27 г)]
7։

7 ։7а 7з [’* 1 7з (7з 27։Н 4՜ 7։7з

?- 27?’2

& _ _________ 7з г 71________
717՞ 7з(71 ;з<7з 4՜ 27г)] 1՜ 7։Тз

Введем в рассмотрение диагональные матрицы Л- и Л

I С,1,2 О ։ I С'|‘2 о
Л_ = I » Л4. ~ I

I о сгь2 = о с;՛2
Тогда матрица Л Л_5Л вырождается в функционально-ком

мутативную на бесконечности и для факторизация матрицы в методе 
фиктивного поглощения достаточно использовать формулы из [4], по
лагая с = 1 С\Сг. После чего можно легко факторизовать матрицу 
5(и), элементы которой имеют вид

з1։ ’ сг՝'-с;йи«։+ Ь'-У՝ ' сЬ2«¥
։-, = СГтС\п ?։ (и- + /г) '* сЬ 2а?

֊/?’(«’ | />’Г1я։Ь 2а»

о агсЧи—. а к՜1 аПЬ-=Д=-. ?* = С.С, В, Ь>0 
Ь I СгС։

Запишем окончательный вид факторизация матрицы 5 (и)

5(и) = С.(и)й (И) = М (м)/V («)

где элементы матриц С. (и), и (и), М. (и), /\!-(и) имеют вид 

2спг;’=с։'2(5тпО'՛</и — С? 1 (6 1и) 1 

= С1 1 ‘ (6 /«)** 

к/л = С>3" (6 /и) ‘

<1.,.,= С» ’ ‘ (6 — гм)՝։

2/»1։Р'3= с\Чь-^у

27ж։2? ■֊ С\՝{Ь-шГ

—2ш1.2|Э (.՝• (6 — 1՝иУ'

2п122Э = С-2՝ (Ь — ։и\'

֊2/С12Г*= С?2 (6 4- 1и)" 

27с2։Г2= (6-։-/«)•’

2с?^СГ2(6 4-/пЬ2 

пи — Сг} ~(Ь 4- ш)ъ 

/п։а = С։՜1'՜ (6-Г 1՝н) ’

С? 1!’(6-7и)'։ 

п.,2— С\Х''{Ь 4- 7н)’։

4 2 = — 1/2 + 7։

51



3. В случае гладкого контакта краевая задача сводится к одному инте
гральному уравнению вида (2.7). а в представлении ядра (2.8) вместо 
матрицы Л՜ (у) достаточно подставить /\|։(.ч)

У А (с— х) <7։ (։)^« =^2^/1^) I х I « а (3.1)

— а

Д' (/) — Л'„ (и) ехр (/и/) е/м

Изучим детально распределение нулей и полюсов функции /\՜,, (.՛/),
Функция /\1։ (и) при переходе к изотропному случаю совпадает с из

вестной [3].
Распределение нулей и полюсов функции Л,, (и) представлено на 

фиг. 1, где сплошными линиями обозначены полюса, а прерывистыми — 
хинин нулей для материала со следующими упругими постоянными [5]

Ап 16.8, Л։։ = 7,10, Лм 18,9,
Л„ - 5,46. Ак = 7.82, (10” дн/см-')

Из вида этих кривых можно сделать заключение о разрешимости м 
единственности решения уравнения (3.1) [2]. а также сделать некоторые

полюсов Р1 (I 1, 2,..., л..) 
щ.ая на бесконечности.

выводы относительно характера волно
вого поля вне штампа. В частности, на 
фиг. 1 для /. [1,9, 1, 97] имеется полна 
с отрицательной групповой скоростью.

Для решения интегрального урав
нения (3.1) используется метод фиктив
ного поглощения, детально описанный 
в [6].

Функция А*։1(м) удовлетворяет всем 
условиям, позволяющим применить этот 
метод, именно, она является четкой ме
роморфной функцией, имеющей конеч՛ 
нос число кулей /Г, (х = 1. 2, ... , пх) к 

на вещественной оси и

/сп(п) С, |и| 1 (1 -|- О(и )) |м|— о 

Аппроксимируем функцию Ки (у) функцией

К* (и) - (и2 4- 6'-)՜’՛ И (и)

Н(и)~С\ П (^-ЙОг-Р*)՜1 
Л-1

(3.21

/л(Л-п - п1։ .... п), Рь(к = п л«,..., п) соответственно комплекс
ные нули и полюса Н(и), которые находятся в процессе аппроксима
ции функции полиномами Бернштейна или Лагранжа.
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Имеет место теорема [ 7 ].
Пусть ядра интегральных уравнений Кд = /, = / подчинены

условию
|АГ(н) К՜* (и} 1 (1 — и)’ < о, о > 0, «^>1,5, 0--. и<х

Тогда при достаточно малых 6 справедливо

К<7 - ?*) («- ֊ *2)’ ' 1С<«} <7 (а՛ ֊ х3)’ ' |с 

причем е 0, если Л - 0.
Приближенное решение уравнения (3.1) имеет вид

</■(.<) **>.. 1 6 1։,1 ! • Г Ь+ш-ехр (— 2а\) I--------------
2֊/

... , . , I Ь IV, .. . Р |/ Ь—шехр (/ (а — л) и) Ии----- —— ехр (։а >\\ -------- -- X
2“г Щи} {и —

ехр ( /(а 4- х) и} (1и — V с4 I * А ՝и [/•՝( и, хк) X 
2“ а ։ ъ' 11 (и)

X ехр ( Ца г л՛) и) — /'(г/, — хк)ехр( / (а — х) «)]</« 

где

'А Р.,ехр(/(а Ьх,)Р„,)
К (и, х,)= 1 -- -------- -> [)„ -НезН(и)

Ш֊1 \ Ь — {Рт(Рт ֊ а) и^Рт

л4 = 1 у-., Уь точки, делящие интервал (0, а) на ранные отрезки, 
а с. есть решения линейной ал։ебраической системы [6|

'2о
^А'ьс^В! / = 1, 2п
к -1

причем интегралы 8 (3.3) \егкр вычисляются но теории вычетов.
В решении (3.3) первое слагаемое есть вырожденное решение, соответ

ствующее бесконечному штампу, второй я третий интегралы описываю։ 
влияние краев штампов и имеют характерную корневую особенность.

Последний интеграл представляет собой осциллирующую составляю
щую контактных напряжений под штампом, причем число вол։։ напряже- 
няй равно числу вещественных нулей функции Л՜,, (г/).

4. Численный пример. В качестве примера рассмотрена задача для ма 
териала с упругими константами, описанными в п. 3. Вычислено значение 
С., С. 3.882723.

В процессе построения функции А՞* (•'< ) ь (3.2) использованы полино
мы Лагранжа.

Эффективное приближение получено при аппроксимации полиномам;: 
Лагранжа порядка 8. при Ь = 10 для и — 1.6 (для х 2.2 порядка — (>, 
■՝-’ = 10). Погрешность аппроксимации не привышала 8—10%.
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На фиг. 2 и на фиг. 3 приведены графики действительной (сплошная 
линия) и мнимой (штриховая линия) частей (/, (л) соответственно для 
У. = 1,6, ») = 0. Ц ֊ 0.7 и х = 2.2, п = 0. а = 0.8.

Расчеты проведены на ЭВМ ЕС-1022 и БЭСМ-6.
Авторы выражают благодарность В. А Бабешко за постановку зада

чи и обсуждение результатов.

0ՐԹ11ՏՐՈՊ ԱՆՎԵՐՋ ԴԼԱՆԻ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ 
ԽՆԴԻՐ

Ա. 2. ՎԱՏ11ՒԼՅԱՆ. Վ. Վ. ՀՈՎՍԵՓՅԱՆ. 0. Գ. 'IKU.hH.ll.

Ա մ էի it փ ո է մ

Դիտարկվում / աոաձդական օրթոէէէրոպ անվերջ դ/տնի մ ակ1էրեւսյթի վրս 
ջտամ սյի տաւոանմ ան դինամ ի կա կան ի/նդիր։ թնդհէսնար դեպ րոէմ խնդիրը 
րերվոէմ է կէէնտակտա քին քւււրամների նկատմամբ աոաջին սեոի ինտեգրսդ 
հավասարումների սիստեմի։ Աոաջարկվ ած Լ մոտավոր լուֆ մ ան կաոուք)- 
ման մեթոդ։ ներված Լ թվա էին օրինակէ

A CONTACT DYNAMICAL PROBLEM FOR AN INFINITE 
ORTHOTROPIC CYLINDER

A. O. VATUL1AN. V. V. HJVSEPIAN. O. 1Ճ PRIAKHINA

S u m m a r y

A contact problem of vibration of the stamp on the surface ol 
an infinite orthotropic eiastic cylinder is considered. In I he general 
case the problem is reduced to the system of the first type of integn 
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equations relative to the contact stresses. A method for the construction 
of the approximate solution is proposed. A numerical example has been 
presented.
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