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Пусть тело имеет форму тонкого конуса с углом раствора 2у, перехо
дящего на высоте /1 в цилиндр. Рассмотрим вертикальное проникание тако
го тела в полупространство, заполненное кодой, на поверхности которой 
лежит слой льда толщиной ' До начала проникания лед и вода неподвиж
ны. начальная скорость проникания I , перпендикулярна свободной по
верхности хьда. Будем считать. ч.с- скорость меньше скорости звука 
в воде.

11ри движении тонкого тела во льду возникает присоединенная удар
ная волна, на фрбите которой происходит разрушение льда. Плавления 
льда на фронте волны нс будет, так как в работе | 1| экспериментально по
казано, что плавление льда на фронте волны наблюдается только при ин
тенсивности волны большей 22’ (0։‘ 11а. В нашем задаче на рассматривае
мом диапазоне скоростей удара такое давление не достигается. Перед 
Фронтом разрушения распространяются акустические волны, под действи
ем которых напряжения в среде достигают предела прочности Р„. состав
ляющего для льда 2—5 К)" Па. При прохождении ударной полны по льду 
за ее фронтом происходят необратимые объемные деформации, связанны? 
С разрушением материала, п том числе пор. содержащих пузырьки возд\ 
ха. поэтому и.-д за ударной волной можно рассматривать как пластически 
сжимаемую среду. Сделаем допущение о том. что плотность ч>да меняется 
только на ударной волне и определяется интенсивностью волны, а тензор 
напряжения в среде за фронтом волны шаровой.

Для расчета движения тела во льду воспользуемся моделью, предло
женной в работе 12] для решения задачи о проникании тонкого тела в пла
стически сжимаемую среду. В модели предполагается, что при описании 
движения среды вблизи тела можно применять гипотезу плоских сечении

Задачу будем рассматривать в цилиндрической системе координат 
Г. ось г направлена по оси тела вниз (фиг. I). Пусть в момент времени/ 

вершина конуса находится на глубине /7 ('). а его скорость равна Н {!). 
Исследуем движение среды в некотором произвольном сечении <. В мо
мент, когда вершина конуса коснулась плоскости <, в плоскости я соответ
ствии с используемой гипотезой плоских сечений возникла цилиндриче
ская ударная волна. В последующие моменты времени область возмущен
ного движения среды в плоскости г будет заключена между двумя окруж
ностями: радиус внешней окружности ранен координате фронта ударной 
волны г —г', внутренней границей области будет окружность радиуса

26



/?(/). являющаяся линией пересечения поверхности тела с рассматриваем 
.мои плоскостью г

А’(0 = [Я(0-47
Уравнения движения н неразрывности среды в сечении г имеют сле

дующий вид:

2 Ог &

(1.1)

где г — координата Лагранжа, и—перемещение частицы р.. р—началь
ная и текущая плотность льда. !' — давление.

Законы сохранения массы и импульса на 
фронте ударной волны при '' = г'" в сечении 
запишутся в виде;

= р(Г> «*)

РвЯн* = Р* - Р,

здесь £)—скорость ударной волны, и* - ско
рость частиц на ударной волне, Р1}— давле
ние перед фронтом волны, Р* - давление на 
ударной волне.

Граничные условия для системы (1.1) будут следующие:

при г — 0 и (0, /) — R (Г)

при г - г* Р /-”\ и — и*, п == О

Решая полученную систему уравнений, найдем давление Р. (г), дей
ствующее на коническую поверхность проникающего тела

Л (г) -&• ( 1п —) (Н - г)Н-;- + ( 1п — + Ь ) Н-.
26 \ 1 6/ 26 \ 1 6 /

Параметр Ь = р. м определяется но значению плотности за ударной 
волной в начальный момент проникания. В 31111 момен: давление на фрон
те волны равно

Из динамической кривой сжатия льда но вычисленному значению Р‘ на
ходят значение плотности р. Экспериментальная динамическая кривая сжа
тия льда с начально։։ плотностью р = 920 кг.'м;> приведена в работе [ 1]

Определим силу сопротивления, действующую в вертикальном на
правлении на КОНИЧС1 кую часть тела, расположенную выше линии раздела 
лед-вода.
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При глубине проникания Н <Լ h сила сопротивления равна

При дальнейшем проникании. когда // становится больше длины ко 
ннческон части проннкаюшего тела •. происходит отрыв среды от боковой 
попсрхиос;и в точке г // и поверхность контакта конуса со \ьдом 
иг меняется ю нно момента, пока гиршин. । тела нс ко՛, пени линии ра ‘де
та к-д-нод.. ( ила с'против тени՛։ на ..т м участке тределягтея по формуле

н
ք-\ «= 2ոք С (Н ;)Ր.(.’)ժր = ^/гн I ։.Л։Н- I֊ рЛ‘ 

»/֊•л

При глубине проникания // > / сила сопротивления со стороны льда 
действует только на ту часть конуса, которая находится выше линии раз
дела, на нижнюю часть конуса действует сила сопротивления воды. Сила 
/•* будет равна

<

Г. 2=г յ (Н -1)р. (:)<!:

= >,[/? (Я֊/)’]//.с։.(/?-(Н /)=]^’ + г[Аг (Н-1У\

Перейдем к рассмотрению движения тела в воде и определим силу 
сопротивления воды. Как показывают исследования, влиянием сжимаемо« 
стн воды при проникании тонких тел в первом приближении можно пре
небречь. поэтому будем в качестве модели воды использовать модель 
идеальной несжимаемой жидкости.

Пусть в момент времени г1/, когда вершина конуса достигла линии раз
дела лед-вода, скорость тела равна И/. До момента • = • : жидкость по
коилась. Движение, возникшее в жидкости при I > Լ будет потенциаль
ным. Потенциал скорости <| (г, 2, :) удовлетворяет уравнению Лапласа

Д? — О

Поскольку для модели проникания тела в лед была принята гипотеза пло
ских сечений, то граничное условие на поверхности раздела г для лю
бого момента времени будет иметь вид

^- = 0
Ժր

Граничное условие на поверхности тела в силу малости угла у запишется 
так
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со ’/7;,
•)г I 0, 0 г <. ՛,

(1.2)

Здесь /7 = Н !. а функция >| задастся в виде

'I =
О, Н<К 

н-ц, н>ь
Продолжим потенциал скорости на основании принципа симметрии 

четным образом па верхнюю полуплоскость и представим его в виде

7{

Г. —
4г I (:֊*)2 + г

-//

(1.3)

Задача свелась к определению функции </(_). В работе :3] показано, что 
на образующей тонкого тела справедливо соотношение

/ <1՝? \ 1 о (г)
'֊ &Г Л-.0 2~ г

Используя граничные условия ( 1.2) в рамках линейного приближения 
можно записать

О, 1 > /֊/

2г;'-{]/֊ г) Н, ц г <. Н

</(*)- [О, —^<г<г, (1-4)

2«Г(Л/-Рг)Й, -//<*<

0. г<-Н

Для упрощения знак < " » .чад величиной /7 временно опустим.
На основании (1.4) потенциал скорости (1.3) представится формулой.

и -ч
_1_ 7/1 Г _ С (//+*:)</: )

'Т' у /('.-։)’4- г‘ .1/;| (;-г)г + гЧ

Из \инсаризованного уравнения Коши-Дагранжа определим давле
ние. действующее на коническую поверхность тела

Л (֊) = — Р. —
р/

Рассмотрим два случая г. зависимости от глубины проникания гела г 
воду.

а) глубина проникания в воду меньше !г. то есть в воде находится 
только коническая часть тела. В этом случае давление и сила сопротив
ления соответственно равны
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Ж֊) ֊ — .^7/ (Н~г)( 1п —
2 \ /

Н4- 
п --------н

-Г ± 1п

н
Г\ = 1--;'֊ ^Н-л}Р.(г)<1г ֊ /,Н‘Н т.Н-Н-

Л

֊-1пт + 21п2-1՝)

% ( - 1п \ 3 1п 2 — 1)

6) глубина проникания н воду больше й

Н -4 г 2 — /,  

Н х г -р V;
2 |п | + т՜ •''.՛։:Н՛ 

— т I 2

ь л
| {г - ■>;)■ +(И- ТРх՛- Ги-Ь^'Р-г (Н—х)^2

Следует отметить, что вершина тела и линия стыка коническом части 
с цилиндрической являются особыми точками. Около вершины конуса дав
ление стремится к бесконечности, а вблизи -.инин стыка возникает область 
разрежения. Нижнюю границу области разрежения можно определить из 
решения уравнения

Л и) = о (1.5)

Расчеты показывают, что основной вклад я величину давления составляет 

член, пропорциональный П поэтому членом Н можно пренебречь, и тогда 
уравнение ( 1.5) сводится к виду

.4 . Н -*֊ 2 2 — 7} Ь
1п--------И 1п------------------------------г- ------- - , ■ -

Г Н-г : I (-

՛՛ , ֊0
I и — 7/)- -р {Н— гУу

Сила сопротивления, действующая на тело, оиределмегея по формуле 

н

Г„ 2п; '1| 77 г) Р№ (г) (1: -Н[[Н, а)
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2 (/7 — а)։ . /7-| з я —— ---------------- |П -----------------
1 2 Н — а а — г,

Ц{Н, х) = (Н • з)Чп

/(Н, а) = — (Н а)’( 1п — 1)֊г//|֊А(Н֊а)֊
3 '1/1

(/7 — я)2. Н 1՝ а я — 7| 1
------------1п---------------------- ----------

2 Н— а а -}֊ г, 2

ЛЧп—^- 2/У=1п 
а - •/,՛

1 и^Н'~ Г‘*Н ; 7 .

,н ֊ г,Г1п—г-‘

2/7
Н ( 2

,, 77 — 7, а — -я

4//2 /7-а /7— *1 2 4- у<

-53|П 2(Я2-г.-)(77-2) -

Н‘— хг , . 
11 • 1п-----------

/73-т

а — нижняя граница области разрежения.
Объединим полученные решения и найдем зависимость между ско

ростью тела и глубиной проникания. Закон движения гела массы т будет

тН'= - (7\ |- го

Выделим и процессе проникания 
четыре этапа в зависимости от глу

бины проникания (фиг. 2).
I. Глубина проникания Н й

Уравнение движения тела имеет 
вид

тН = - (^Н3Н

7/(0) -

Решение этого уравнения пред
ставляется формуле}«

/7^ *--- + --Лх
I 2л \ .а* '

. —2’. Зл А 1,2
Х(14— 7/Л ' (1-6)

\ ГП / 1
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2. Глубина .'i <Z Н / . .. . I

тН= - (j.JfH ? 1л//’/7а± ЗА'՜)

#(А)“ ГА

Ил значение скорости тела на глубине // А, вычисленное по фор
муле (1.6).

Решение уравнения:

W=|- —+ (^-i--^)exp---------^—(Н Л) V' (1.7)
I. «л \ ?л / П1 4- Гл1г |

3. Глубина / </7 I Е Л
В этом случае на нижнюю часть конуса действует сила сопротивления 

со стороны жидкости, а на верхнюю — сила сопротивления льда. Уравне
ние движения имеет вид

т//-֊[ч(Ал /Р)/М:’.(/г-Й:) й(/г /7-)

! >,Н3Н +

H(l)=V։, H = H-l

И/ —значение скорости, найденное по формуле (1.7) для // = /. В 
с.бщем случае уравнение не имеет аналитического решения. Если скорость 
проникания достаточно велика, то. как показали расчеты, вклад члена, про
порционального величине р. мал на всех этапах и. этим членом можно пре
небречь. В этом случае уравнение имеет аналитическое решение:

н Г/ехр!-(?(//)]

Функция Q (л) задается в виде

,л, у 5л—1։ а' — х3 Ь ։ (а — х)‘
Q (х)------------ — 1п---------------------------1п------------------------- г

'л — 3 а” ба" а: +֊ ал՜ 4՜ х՝

Z» , ։ / 2х + а
-------------arctoi ------------- = ) 

а2| 3 \. а | 3 6 /

, т , а,/г
а---------------- ; b —-------------

ал — ге

4. Глубина проникания Н / 4՜ А

тН ֊{Hf (Н, *)+Н^(Н, х)1

/1(1 ^h) v/tA

Решение уравнения

•х 
н -

-v:^h СХР ( “ )
՝ J т 4- f(H, а)
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Расчеты показали, что величина / (//. а) значительно меньше массы 

тела ։ч, а значения функции £ (Н, а) мало меняются при увеличении Н 

Полагая § (Н, а) = согь! = (7 формулу можно упростить

И лехр
т

Результаты расчетов для тела массы 10 кг. с углом полураствора 
7=10". высотой конической части к - 0,5 м и значением ранным 4/։. 
представлены на графиках. На фиг. 3 показана зависимость скорости те
ла от глубины проникания. На фиг. 4 показано изменение ускорения тела

Н М

Фиг.

в процессе движения. Следует отметить, что максимальная величина уско
рения достигается на глубине /7 = далее наблюдается монотонный спад 
ускорения до глубины /7 — / >1, после начала входа в воду цилиндриче
ской части ускорение резко падает.

ШИМ11«3.81» СЪР81» 1ГЬ£ПЧ 1Ги.Р1Л,1» 1Н1.<т,8ПМП! 2ЬЧПЬ»|Ь 1ГЬЯ

и. пи. ии'мнгпъпиъ. ։«. и. ‘ШЕчичиаи

Ц. и ф п ։|» п ։ И՛

П111П11!'Ьиги/1р1(г1111 I, Ьр V пр > (1։шп и/[Iрн>!р //и/ ин I (!) /1 {Ъриф 

1>>111ч>/ш1риЪ «/Др,
чрр Ц['>11ц111}Ъпч! I; 1[[1>11ит/ири>д/ч // рчЪ[и (УшЪрт11 ]шЪ пи/Ьрр и/р-> пт’и/рфч/I 

ЬЪ/ I,, пр >1111/1111 /у/։ Лг/ ЪЬр£}шфшЪди 1ц}> П1р1>р11чр ։г/11ц[/ А 1чЪ1։~

Ъпи! /ЧП!рш /։1 тЪ Ш 1( {111 и 1 ф ( пц^р^ шг։ ч/ридп> >1՛ш/ . </т>> гч‘чцпи^ 1лЬц[1

^1 п<Ы1'и/ш}։ КЪрчицпи!}рЛ/р '/ч/Ъфиб I, /р։> ՛ 1{111}п>։[IрнЬ [I]

и/21пши>1иЪр11 шрцрчЪр“1։11 р{/ фрчп V>лш 1р{/, ЪЬрршф/иЪ/р! орЬЪрр прп-

2«;^ фш1^ ри/Ъп/М/Ьр:

3 Иэнестия АН Армянской ССР. Механика № 4
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I HE PENETRATION OF A BODY INTO WATER 
THROUGH A L AYER OF ICE

A. Ja. SAGOMONIAN. 1. S. GAEVSKAYA

S и m m a г y

In the՜ paper ’.he problem of vertical penetration of a rigid narrow 
cone through a layer of ice of finite thickness in ideal incompressible 
fluid occupying half the space is investigated. The gravitation forces 
are neglected. It is supposed that the process of penetration in a layer 
of ice is realized with the formation of the surface (wave) of fracture; 
the melting (thaw) of ice does not occur. The latter assumption is 
based on the results of paper [1] in the reference list. Closed analytical 
formulae, determining the law of penetration, are obtained.
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