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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КОЛЬЦЕВОГО СЕКТОРА 
НА ЖЕСТКОМ ОСНОВАНИИ

АРУТЮНЯН Р \„ САРКИСЯН В Г

Рассматривается смешанная плоская задача для кольцевого сектора, 
покоящегося на жестком гладком основании при возденет ним внешних сил.

Основная цель работы заключается в определении размера зоны кон
такта (отрыва) между кольцевым сектором и жестким телом в зависимо
сти от внешних нагрузок и геометрических параметрон задачи.

Контактные задачи с определением области контакт (отрыва) рас
смотрены н работах |5—9] и др.

Задачи решаются методом Фурье [I. 4], при этом коэффициенты раз
ложения и неизвестный размер зоны контакта определяются из бесконеч
ных систем уравнений. Доказывается, что систему уравнений можно ре
шать методом последовательных приближений.

I. Рассмотрим кольцевой сектор, где по малому радиусу (/ а) при
ложена равномерно распределенная нагрузка на участке <| <р,, а по боль
шому радиусу (г — Ь) на участке ф = ф, он опирается на жесткое осно
вание.

Предполагается, что при воздействии нагрузки образуется зона от
рыва на участке <| = фа— (фиг. 1).

В силу симметрии рассматривается только половина сектора 
О I /։, ОХ Ф < <| при граничных условиях:

0) = и(/, 0)=^(0. ?) = 0
Г’.О» '֊?з) = 0 (1‘Ь

оо 
а1՜, (0, «.) -= </у У^сояа^ 

к- I

и(Ф ?) = О» 0 ? С?2

5Г(ММ.

Отметим, что угол <( . которым характеризуется область контакта, не
известен и в дальнейшем подлежит определению.

Пользуясь решением [2. 5]. функцию /' (■/, ц) ищем в виде

/•’(/, ф) = а (<р) + 6 (0 4՜ У С08 -1՜ £ 
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Фа (<? ) Ла-sh sin с ! В* sh cos ? - C'a ch/A'f sin <? ֊ Dk ch \'k<f cos ֊

•1՜ (/) = /:’a sh aA (/j fish (f ■ f) 4- Ga sh % (/, ֊ /) sh f -|-

4՜ г a sh ?kt sh (f։ — /) 4՝ Ha sh sh t (1.2)

u(?) o0<?sin®, b (t) = b(_.e 4- ie՜1, ։?0=e

IPFK пн^-гк-п2 *! (1,5>

V
'•• [Ла- eh &а-фл sin <?3 4֊ Dk sh 8*«?3 cos ?3]

Удовлетворяя смешанным условиям (1.1), получим

- S, jpi G‘։‘t(1 -2,) sh 'i ■2 (1 _ ’>ch +

4- F*[2(l v)7,.ch V, — (1 — 2*)sh ^/։]| cosaA®4-

4-(l-2v) ?(-1)4Ф*(?)4-[Л(?)] = 0 o<?<^

L~ k-K r
«*(0 sin BAf - .8; cos 0*/, 8a =---- » ----- » t = In —

G ®л ft

Удовлетворяя условиям (1.1), получим

Bk — Ck = Ek = Hk — 0 (1.3)

Ла (pi ch sin ?3 4- sh pA?3 cos 93) 4֊

4՜ ZZ (Pa sh ?A?jCos'fa ch ?i?3sin «,) - 0
,, (1-4)

n CO ?•
S. (?; 4-1) Ф, Ы = ֊ S (֊ Iи (0 + 

G.-: J

h
֊֊ р*'(0+4'(П]<Р,(/)Л 

6

= 0 
где

f1՝A (fa) = Л* sh pA«Pa COS <P3 ; Dk ch Pa®3 cos <p3

( K(') + 'h л = 
•/ 0

2?,(b;.ri)[chv։ i ( 1Г4’сЬМ[Сл4-(֊1Г,/ч]
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I./։ C?)I - 2(1 — ■') <V։ COS ® + (1 2?) a0? cos ? + 2 (1 — 2’4 60e'' —6,е"'։

V [a^sh/jGi- /ч sh a*/։] cos aft? 4՜ £(— IfpM?) h Ф*(?)]4- U-6)
*-i *- ։

4 2<7O cos ? 4֊ 2 бде'14* 6։e (| = 0

Введем новые неизвестные

G* sh y-kt1 — sh I.Fk — Xt

6\aAsh t, — sh Y‘k (1.7)

тгХ'к
••I к ch ?;<p3 sin фэ - Dk sh Мз cos <?3 = ;

ft и

Произведя замену неизвестных (1.7) в формулах (1.3), (1.4) и < 1.6). ис
пользуя решение парных рядов уравнений [3]. после некоторых преобра
зований получим следующие бесконечные системы алгебраических урав
нений:

Ь-л+sv;. 

А 1 к I

Хр — V ЪкРХк -V ЬкР} >\ у ^2/4.4 ь„
“1 А—I 4=1

= Х Скр^ к i՜ X кр-2^к + Х4зА Ср1 
к- 1 *-1 *-։

(1-8)

где

4«(Й + 1)(сММз-со^аь)( РЧ [ch^G K-lf'ch/,] 
ли,/֊ (ch 8^sh 3ЛФ3 -t- P/.COS <p3sin <рл) [?; 4֊ (v + I)2)

[sha./, 4- (- 1 )P 1 sh/J

' l?J I IfKsh’-^/j —ajsh/j)

«*p2=-^₽։՛ c>rA = -^PjV^ ckP-2 = ^PM^^

Ckp3 — "7 ("oV^ 4՜ Z>)’ bkp^ -cA<>?, /uh = — cM

W,(-ir '(»֊ IHsha/. + a.-shf,)?» 
b^+c^ ֊ iW (1.9)

Op =
4^[1 — ( l)pe *][дгое 1__j/J , у \ у (cos?)

2^-rl)sh G ср1֊-(аоСо4- XoMHcosj
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ОО —.
(1оР У СкЬ'к,

(вЬ а,/, Ч-^зЬ/О 
֊ зЬ «/г

4( 1)р,‘ а081П?3
<Рз («? ~ 1)

-г «,4, СР՝

($Ь֊ Ук1х — 7՝-к зЬ 1Х) — 1,2 а; (зЬ 2аА/: зЬ 2/։) 
(ЛД + ЩзЁ’а^ — а^И 7Д

МК
К зЬ 7А/։ сЬ/։ 4֊ «л сЬ х4/| зЬ/։ 1 — 2>

я’—1 зЬ-7а/։ а'(зЬ?1 ?ф 2(1-7)

3
Г О

Л* — | Д> (соз5)/„(созС) с1^— с/9 
о

1рл = /ь(созб)(созб) с!^-֊- 
и “з

} • * >, 
— ( м4 (созО) 7р(созб)с1^-у с/0г>

!'рк ֊ С!к (соз 9) Я? (соз0) с։а — аг> 
'

У\ (со$0) - - I— Г соз/пх соз х/2 _ 2 I 2 ." $т тх соз х/2
п ,)| СОЭХ — СО5& г. ։| | соз 0 —соз X

О 5
,_ 9 Г

■> , л» 2 I ‘2 I ‘ з։п тх з։п х/2 ։ 2 | 2 । ‘ соз гпх я։п х/2(со.$ &) =------- . == (1х - ------- | ------ах
~ р соз х — соз и " I соз V соз х

О »

и к (соз 9) = I \։ (соз 9) (Л? (соз 0)

и к՝. (созО)

1^2 (сояО) =

_ , ь
2 I зЬ кл'?. С<23?3 *сЬ |\-7ПХ 3111 ?п X 31П X 2 {
-рд (сЬ’՜ — соз՜ «д)Iх соя х — соз 9

о
___ 4

2| 2/П|сЬУХ :՜ :,;п рЬ/:тх СОЯ ШУ я!п Х.'2 
(сЬ՜ — соз" ?3) 3 | соз х соз

Для определения значения Ко, подставляя Ур и (1.6), получим
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/ g \ J 00 Y
>0 (/- — 2 In sin I — цхв-; ~ У /Vp Y„ (cos —- 4֊ 

\ 2 2 я-i P
. f։’1 « v - то г л c,

+ 4v.Ky;(cos3)^ + -2-v(-i)>z, k/,(cose)ctg4</G - 
pl ” zp-! LJ *0

+ ֊5-S(֊i)W; R(coS0)ctg^-rf6֊A Q>|. -
z p, j J Z z rp “

---- G\ (cos 6) ctg — dFJ -r Gx (cos 0) ctg — d% (1.10)
II fl

0
r. . 2 1 2 i‘ G sin mx — >0 cosmx -4֊ 3arnx sin x , x ,G2(coS'>) —------- a<( l —--------- - ................... ■==------------  sin ֊-с/х

м J | cos x — cos 2
ri

4)2 cosmxsinx/2 , 
Gx (cos V) =------- o0 ,v '■■"•■ ■==

- J 1 cos v — cos x
0

2. Покажем, что полученные бесконечные системы уравнений ( 1.8) 
квазиэполмё регулярны.

Для этого достаточно воспользоваться следующими асимптотически
ми опенками [2. 3]:

Uk (cosO) - 0(А:՜՜3*2 ), HA(cose) = 0(^"In)
(2-1)

Yk(x)=0(kl‘2), Z>(x) = 0(A-u)

V I I I 2 I atp21 
k »"I к I

- (a? — 1) «* a. i u.
(2՝2’

VIJj.l f |4^h
1 A-l *֊1

4™'1 — 1) (sh 4- sh /Д ~ k
-^apG TFFh%4

<0 («/•’)

Je-1 Z k -1

7



Учитывая, что

I 1 Х.'У\(СО8 3)/Л(СО5։3) - рУр(С05Й) Zi(cos3)
‘ok (cos р) — ■

Р" — к՛

при к =£= р и

= ֊У |2 - 2Р,.. (cos?) Р, (cos?) + Р= (cos ?) - 
2р

rP t ап Л . „ь\; P„(cos3) Pn(cos^)— р;_ I (cos *)] - 4 sin- Р 2--------------------------
г. 1

получим

1
2 р.

ас I к! \ р-\ р! I к
р- — к

■Ь s + ^i-՝ 
к i

1
■2р

A 4֊ A

3/2 J,՛'.
p p

c_

I P
(2.3)

I p

где Л. В, В(, С — постоянные.
Неравенства (2.1) — (2.3) показывают, что, начиная с некоторого зна

чения р = р.., суммы модулей коэффициентов при неизвестных Хь, } л, /г. 
в системах уравнений (1.8) станут меньше единицы, то есть бесконечные 
системы квазввполне регулярны. Легко видеть из (1.9), что свободные 
члены системы ограничены сверху и при р - оо стремятся к нулю.

Приведем выражение для нормального контактного напряжения

«>
сгА.,(/р ?) - У У*.-cos*,* 4֊ 

л I

Л i — l/rt^pt-Zx ra2 . . 0 , 0
У —77/ Lto-----------FT t՛3* <ch ch /4? s,n cos<? “

(Р*Н֊ l)(ch2P*?3 cos’?3)

- - sb pt?3 sb px-o cos >3 sin px- (ch sb sin sin у

* sh ch pxcos<?3 cos ?) ֊b 2 (ch 3*<f ch px<? sin 4>a cos 'f —

$h sh рд<? cos ?;i sin <?)] r2aocos'5 260e՛''4 /։ (2-4)

В окрестности тоны контакта некоторые ряды, входящие в выраже
ния напряжений, сходятся медленно. Улучшив сходимость этих рядов н 
выделив при этом соответствующие особенности, получим

К2 cos х/2 А'
2 ) COS X COS р

֊Ь/(п. ?) (2-5)

где /(гр «р) — регулярная функция, а коэффициент при особенности име
ет вид
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Я = V (Л„ Г„ ֊ Л/„4) Д (со։ 3)— =„ У (— 1 УрО,(со։2, (- 
Г֊-1 л-1

V (—1)"р/7Дсо8?)2р 2(а0с04 Уо) 
Р-1 (2.6)

- 2а, V с,/,(со։?) + На- У е /„(со։?) 
р ։ т рМ

<?з

До сих пор и проделанных выкладках принималось, что длина зоны 
контакта <[՛.. произвольна и известна. Это привело к тому, что в получен
ном решении контактное напряжение неограниченно возрастает при прибли
жении к концу зоны контакта. Но из физических соображений ясно, что 
в данном случае контактное напряжение должно быть непрерывным ՛.։ 
ограниченным.

Следовательно, принимая, что при <? = <?։ зг 0։, ®) ограничено, на 
формулы (2.5) получим уравнение для определения размера зоны контак
та ф., то есть

А’ = 0 (2.7)

Таким образом, для получения окончательного решения рассматривае
мой задачи необходимо совместно решать уравнения (2.7) и (1.8).

>. Бесконечная система решена методом редукции путем замены ее 
конечной системой. Для достоверности полученных результатов система 
была решена при /• = 40 и /» — 50. При этом значения неизвестных факти
чески совпадают, а размеры контакта отличаются не более 2%.

В качестве численного примера рассмотрим случай, когда V = 0,3. 
<£; — -/2, '•?! и кольцевой сектор прижимается к жесткому
основанию нормальным давлением

(3.1)
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Таблица է

7- 0 ՜ т.
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На фиг. 2 и в табл. 1 приведены зависимость размера кон такта от дли
ны участка распределения нагрузки ср, для двух (р- значений толщины 
кольцевых секторов. И.» графиков видно, что с увеличением участка рас
пределения нагрузки размер контакта увеличивается почти линейно.

ԿՈՇՏ ՀԻՄՔԻ ՎՐԱ ՍՎԱԿԱՅԻՆ ՍԵԿՏՈՐԻ ՀԱՐԹ ԽՆԴԻՐՍ

lb. Ա. 2Ա1Պ1’ք>֊ՏՈԻՆ5ԱՆ. Վ. k Ա1Լ1'Դ1):'.ԱՆ

Ա մ փ n փ n I մ

Դիտարկվում Լ առաձգական օղակային սեկտորի հա՛րթ կոնտակտային 
ի/նղիրը, 1։րյ> օղակային սեկտորը սեղմվում է կոշս։ գոգւսվոր մարմնին։ Են
թադրվում է, որ ար։ոարին ուժերի ազդեցության տակ հնարավոր է կոնտակտի 
տիրույթում օղակային սեկտորի ծայրերի հեռացումի կոշտ հիմքից։

Խնդիրը լուծվում կ ֆուրյեի մեթոդով։ Վերլուծության ղործակիցները որոշ
վում են գծային հավասարումների անվերջ սիստեմ աներից։ Ապա ցուցվում է. 
որ բացվածքի ցանկացած չափերի համար անվերջ սիստեմները ընդհանուր 
ղեաքոէմ կվազի-յիովին ոեէքսւլյար են։

Սացվածբի չափը որոշե/ո։ համար ստացված է արտնսցենդենտ հավասա
րում. երկրաչափական պարամ ետըերի որոշակի հարաբերության ղեպրոա 
դիտարկված Լ թվային օրինակ։ Սերված Լ աղյուսակ և գրաֆիկ, որոնք ցույց 
են տայիս բացվածքի լտփի ե արտաքին բեռնավորման գործոնների միջև եղած 
կապերը։

PLANE DEFORMATION OF A HARD BASED 
CIRCULAR SEGMENT

R. A. HARUTUNIAN. V. G. SARKISIAN

Summary

This paper deals with the contact problem of an elastic solid when 
its circular segment presses the hard curve body. The possibility of 
separating the ends of the circular segment in the contact region from 
its hard base under the action of external forces is assumed.
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The problem is solved by the help of the Fourier method. The 
coefficients of the decomposition are determined from the infinite sy
stems of linear equations. Il is proved that the infinite systems arc 
quasi-quite regular in the general case for any separation.

A transcendental equation is derived to determine the size of the 
separation. A numerical example is considered for a certain relation 
between geometric parameters. A table and a graph showing the de
pendence of the separation size from external load factors are presented.
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