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КРУЧЕНИЕ СЕКТОРА КРУГОВОГО КОЛЬЦА 
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМ ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ 

ПРИ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ

ПОЛАДЯН Ф. М.

Рассматрнваетгя задача о кручении стержня с круговой осью и по­
стоянным поперечным сечением, материал которого обладает свойством не­
линейной наследственной ползучести [I].

Пусть рассматриваемый стержень находится под воздействием пере­
резывающих сил Р и крутящих моментов РР (Р-радиус оси стержня). при-
ложенных на торцевых сечениях (фиг. 1).

Впервые такая задача в постановке тео­
рии упругости рассматривалась в работе [2], 
а затем в [3—6]. Аналогичная задача за 
пределом упругости для иеупрочняющегося 
материала исследована в [7--9}. Для упроч­
няющегося материала эта задача исследована в 
работах 110—12].

Кручение кривых стержней при нелиней­
ной наследственном ползучести исследовано 
в работах [13—15].

§ I. Основные уравнения задачи. В случае пространственного напря­
женного состояния связь между компонентами деформации ползучести и 
напряжения при нелинейной теории наследственности с учетом старения 
материала, согласно Н. X. Арутюняну [I], имеет вид

2б'(/)։<> (О =5.7 (6֊ ( */(•) М'* •) «Л֊

։> 
г

- [ М3/1-֊։ (--)]* (*.•)* (>•։>
V

где б’(0 - модуль мгновенной деформации едзнга, я.ч (0 — компоненты 
деформаций, 5,,(I) = (О — ч-> - ((), компоненты напряжения»
о?, символ Кронекера, зЦ)—среднее давление, /[:0 (/)]—некоторая 
функция, характеризующая нелинейную зависимость между напряже­
ниями и деформациями ползучести для данного материала, *,>(/) — ин­
тенсивность касательных напряжений,

КЛ1, -)= — 77֊],
Օ՜ լ 6 (:) ] Ժ:
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С (г, г)—мера ползучести при одноосном напряженном состоянии, г, 
возраст материала в момент приложения нагрузки, / — время.

Воспользуемся цилиндрическими координатами.
Для компонентов деформации будем иметь | 16]

дг г

(О = —, 2м I/)-------- ---
Ог Ог г

_1_^и 
Г М

ди
(1.2)1

дг г сЛ дг дг

Перемещения представим в виде

И)

(О - и] сР (1.3)

~«’о 4- I | 2г29л (/)

где «и, г»0, и,'й — произвольные функции г, г и Л
Положим, что все компоненты напряжения, за исключением ",»(/) 

и -.-՛.•(/), в любой момент времени / равны нулю, тогда *из уравнений 
равновесия [16] остаются

^=о, 4^=0
дч д՛)

֊И зг0(,))4--И^(/)]=о
Ог Ог

(1.4)

Из двух первых уравнений (1-4) следует, что напряженное состояние 
стержня нс зависит от полярного угла 0. Тогда из соотношения (1.1) сле­
дует. что тензор деформации также не зависит от 0.

Подставляя (1.3) в (1.2) и учитывая указанное обстоятельство, по­
лучим

14

«до-֊52-. мо 
бг

_ (>и՝о 2^ (^=—-*>
О г ’ дг дг

(1.5)

■ 1

- 2з 5(М - — 
г ■ дг

Р(()
Г

(1.6)

где £ (О произвольная функция от I՛.
Из соотношения (1.6), исключая ;՛,. получим уравнение совместности 

деформаций

д е-гв(О
бГ Г
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Полагая в (1.5) рапными нулю все компоненты деформаций, получим 
систему относительно Решая эту систему и пользуясь (1.3), для пе­
ремещения получим

и = а (/) z sin b։ v — - а (/) д cos (i, w — £)(/) б — а (/) г sin 6

г.՝.:- и (!) функция от I. определяемая из условия закрепления стержня.
Вводя функцию напряжений

1 ... 1 <М»
г- Oz г՝ Or

(1.8)

при помощи соотношения (1.1) и уравнения (1.7) получим основное урав­
нение задачи

,.± /Оа) <2Ф I) v d. _ £>(<)G(Q 
dz г3 Oz 11 ' H

где

(1-9)

(1.Ю)

Гак как боковая поверхность сектора кольца свободна от внешних 
сил, то Ф (г, £. !) = const на контуре. Для односвязной области без на­
рушения общности можно принять Ф(г, л, f) — 0 на контуре. В случае 
многоснязной области на каждом контуре Ф принимает различные значе­
ния, зависящие только от /.

Таким образом, задача о кручении стержня с круговой осью в усло­
виях нелинейной ползучести приводится к определению функции ‘1’ из не­
линейного интегро-дифференциального уравнения (1.9) при граничном 
условии

Ф (г,..г, /) = 0 на Г (1-11)

Крутящий момент выражается формулой

Я= П‘|(г R) ^(/)-^л(/)]^ (1.12)

Подставляя (1.6) в (1.12) и применяя формулу Грина-Остроградско-
гэ. получим

(1.13)

Принимая <1’ — 0 на внешнем контуре, найдем
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м = - £ лф, (0 +2Л (j ±rf2
' ։ л

(1-14)

Здесь Ф« (/) - значение Ф на внутренних контурах Г*. Для односзяз- 
ной области имеем (5, 11, 15]

(1.15)

§ 2. Обобщение теоремы Бредта. Пусть 1\.— замкнутая кривая, 
целиком лежащая в поперечном сечении скручиваемого сектора коль­
ца. Область, ограниченную контуром Г*, обозначим 2,.. Интегрируя 
обе части уравнения (1.9) в области 2$ и переходя к контурному ин­
тегралу. получим (при условии G (t) G const)

где п направление внешней нормали к контуру Г, а 5 —дуга этого 
контура. Формула (2.1) представляет собой обобщение теоремы Бредта о 
циркуляции деформации сдвигов при кручении стержня с круговой осью 
при произвольном законе нелинейной связи между деформациями ползу­
чести и напряжениями.

$ 3. Прямоугольное сечение. Рассмотрим случаи, когда поперечное се­
чение представляет прямоугольник (фиг. 2). Тогда граничные условия 
(1.11) примут следующий вид:

Ф (rlt /) — Ф (г«, г, /) =Ф (г. Ь, 0 =

= Ф (г. —ь, о=о (3.1)

Полагаем, что / (ол) содержит фи­
зический параметр • , нулевое значение 
которого соответствует линейной ползу­
чести, то есть /(я0) — 1 при /—0. За. 
кон нелинейности возьмем в виде

/[^кПНФМ (3.2
Предположим, что решение уравнения (1.9) является аналитической 

функцией параметра /. и попытаемся определить коэффициенты его разло­
жения и ряд Тейлора ио степеням л. 11оложим

Ф (г, z, 0 = 2 '«я Фл (г, z, t) (3.3)
ПС-0

где Ф. (.՛. ֊. О соответствует случаю идеально упругого материала. 
Для упрощения дальнейших выкладок принимаем

(« (/) = G = const
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Подставляя (3.3) и (1.9) и (1.10). после некоторых преобразований 
приходим к системе рекуррентных дифференциальных уравнений

2.^1. (Л=0, !,•-•) (3.4)
6г՜ г 0 г 02’

где

?о = <Ро(0 = 6’ О (/) ֊ | />(-.) R (/, ') </-

?« ։ =?» 1 <г, 2", 0 = У. I 7V(/, т) (grad Ф* grad «>л-а о>л «„_*) d- 
А-0 J

(п=о. I,-- )
t

Nit, -,) = K(t, ՛■) + f R (t, :) £(', di

n
<•»„ — r 4 У, grad Фа grad Ф,. a

A-(I

R(t, резольвента ядра Л’(/. ■). При

С(/, -,)==.i(.)[l_։.֊iu-4

*(6 :)=7֊^)+И(-)

-•лЧ ■)]<’■'”

л
։

Л (•) — 7 р 4֊ 3 (7<?(-)] с/:

¥(О-С.+ ֊։ (3.5)

здесь у, С ՛, х! —некоторые постоянные, характеризующие свойство ползу­
чести материала, определяемые из опыта для данного материала.

Пользуясь (3.1) и (3.3). получим граничные условия для Фп:

9 а 1г։, д, !) = <»>,. (г2, г, Г)—Фп (г, 6. /) = Ф, (г, —6,0 0 (3.6)

Решение уравнения (3.4) при условии (3.6) ищем в виде ряда

9 Л _ 1
Ф.Дг, д./)—— V (г, Осо$наз, где р*=—;------- --  (3.7)

I . ы для коэффициентов этого ряда получим уравнения
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Ô։A^ 6 ֊ ֊° A"^r' ° ֊ Л„. (r, t) = ank (r, t) (3.8)
dr՜ r 0r

где
b,

ап1Дг,1) = $՛ | ^(g’îiHcos^^ (3.9)

0

Вводя новую функцию В,.л. (г. О При помощи подстановки

A* (г, i) = rzB„k(r, I) (3.10)

уравнение (3.8) приведем к дифференциальному уравнению Бесселя [17]

Г. 0^„k (г. О + r oB„t (г. /1 _ 4] 3^ (г,/) = *»(<■-е (3.11)
О Г О г

а из (3.6). (3.7) и (3.10) получим граничные условия для новых функ­
ции Впк (г, /):

В„к (г1։ /) — В,л (гй, /) = 0 (3.12)

Решая уравнение (3.11) при граничных условиях (3.12) и переходя к 
Апк (г, 1՛ ), получим

А„» ( г, /)= Г- J 0.4 (?, /) ;Г* (г, Е) d\ (3.13)

ri
где

Г* (r, \) = Bk (г. ;) при с -С г, Г* (г. ч) = Вк (с, г) при с .> г 
причем

&('. 5)= г։)1/’(Е, г։)[Г;(г։, г,)]֊1
Здесь

И г)-=/а(№г) К2 (j4 z)— 4(|Ч г) К2 ($4 г)

где /2 (х) и К>(х)—функции Бесселя мнимого аргумента [ 171.
Далее, подставляя (3.13) в (3.7) и пользуясь (3.9), после некоторых 

преобразований окончательно получим

Ф.(г. Z. о -у г„ О Г (5. 4; Г, z) d'2 (3.14)

•»
где Г (;. ту. r, z) — \ 1 ; (г. :) cos <4 ֊/j cos '4 z функция Грина раСсмат- 

k— 1
риваемой задачи.

Для доказательства сходимости ряда (3.3) в области поперечного се- 
"ения стержня введем норму 

m у. Л(М)-А'(/У)| ЦЛ1'=тах ]л| — sup I—------- —-

4 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 3
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где М и Л'—произвольные точки внутри области 0<а<1. Применяя 
априорные оценки Шаулера и принцип максимума 1 18]. которые в данном 
случае запишутся в виде |Ю'г<М с||фл||. где с ֊ некоторая постоянная, 
зависящая от геометрии области, аналогично | I I, 13 15] показано, что

ряд (3.3) и ряды, составленные из производных У 01’,,, V ...
«—О п—О

сходятся абсолютно и равномерно с некоторым радиусом сходимости.
§ 4. Тонкостенный стержень открытою профиля. Пусть поперечное 

сечение тонкостенного кривого стержня узкий прямоугольник, вытяну­
тый по направлению оси г. В этом случае в уравнении (1.9) можно пре­
небречь производной ко < и заменить его уравнением вида

±( ՝ /±«1^ 1 К(1,(41)
։?г \ гл дг / .1 дг г3 От I г1

-«
где

1 дФ , _
=о='о (0- 'и (О (4.2)

г3 Ог

Интегрируя уравнение (4.1) в принимая во внимание, что п, (/) О 
при г и пользуясь (4.2), получим

I
=о(/) ֊ ')^ = £>(т) Сд (4.3)

-1
где

Если к этому уравнению применить вышеизложенный метод и удовле­
твориться только первыми двумя приближениями, то для п, (/) получим

Зо (0 == (Т -։) т ' М (Л м) ~

<
+ тх)/го, 1! + оа-) (4.4)

.где

НЛ>. -;) = О(1) + [ £>(-)/? (г, 

и
(4.5)

I

НЛ>, ч)= чП'А'Ч,
V
Г1

здесь приняли / (п0) - 1 "
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Пользуясь (1.12) и (4.4). получим

^о(.\ '») " 'А | [Н. (', -г)]2֊Г

4- Н/70(х, -)</- = Д-;! (4.6)

где — — (372/< к2 —!А(2 6А (7)-: (2Л - ширина прямоугольника).
Если к уравнению (4.6) применить вышеизложенный метод и удовле- 

ториться только первыми двумя приближениями, то для неизвестной 
функции Нп (/, т.) получим

^41(6 71) — ->2 I -•к^с- Зб’С(/, т,)-

I | /\(/, х)К((> -■) Ахс(- I) 0(-ч

I аким образом, значение //„ (>՛. т() известно.
Решая интегральное уравнение (4.5) относительно &(!), будем иметь

£)(/) — Но (6 -г

Рассмотрим задачу релаксации напряжении. В начальный момент 
стержню сообщим крутку /7 (т։), оставляя ее по времени неизменной. Гог да 
интегральное уравнение (4.3) примет вид

г
МО֊ Г/[=о(т)Ь(*И('. (4.7)

Если к этому уравнению применить вышеизложенный метод и удов­
летвориться соответственно первыми двумя и первыми тремя приближе­
ниями, пользуясь (1.15), для определения релаксации крутящего момен­
та получим следующие формулы:

М_(0
М(т։)

= н;(/, 7։)4֊^։ /Л(/, ^4֊

)/?(/, -+ О(е) (4.8)

М(*> 
М(тО

//о(Е т։) I лА'3 Н\ (/. -,) 4֊
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где

) ш -)<А ֊ 7А(/, ?։)

)А(/, (4.9)

г)= 1 -30ч(сл , г’ ' -5 5՛ | Ф« р) -Ф. («•!• /’)Н՝9 (г,

М(Л ч)

О (':')

)]=*«,

х. ֊։) /?(-.,-г) </х А՜ и. -) <Л 

р — ЗвАл, (1 Зб'СД. А-3 = />(-,) 6/2А

Л։ == ֊1,5 [679 (-.։)]3/А2, Ф,л (:, р) | е՜ И՜ ֊ неполная гамма-функ- 
0 

ция.
Для старого материала и (3.5) можно положил» '| (։ ) С... 1 огда из

(4,7) получим, замкнутое решение

- (/) - 6” ~*з) *1-՜. -М“1՛ *1)е*Р((7 — ч>(*1— ха)) 
01 -х3 («• — х։)ехр (— .4* (I — -։) (х։ х2))

где «> ==Р б;) Од. А.;,- =■ 36՝С0 д', а хг и л\. корпи уравнения 

х- 7 (1 -(-36'С'о) х — ш* =0

Аналогичным образом [ 14. 15]. если принять у (з0) — 1 • лД, то ре 
шение получается в квадратурах.

На ЭВМ «ЕС-1022» при значениях параметров

А = 6 см; 2Л = 1,5 см: 6=5 см; ЗС = 2-10 кг'см՜

Л, = 4,82-10-5; Со = О,910-’; ;-0,026; ^(^ = 400 кг-см 

дано решение задачи о релаксации крутящего момента тонкостенного 
стержня.

Вычисления показывают, что значения Л/ (.') 37 (г,), полученные при 
помошн формул (4.8) и (4.9), почти совпадают. ։ хсдиватсльно, н общем
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решении основного уравнения можно 
ближениями.

ограничиться первыми двумя при-

Фиг. 3.

На фиг. 3 в 4 показано изменение крутящего момента во времени при 
различных »качениях т, и

Ոհ՚Լ՚ԼԱՆԿՅՈԻՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏ1'ՎԱա?11«1. ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ O'l.UMi« 
iibiisni’b 111.прпмп! пц-դաային սողքի wu?ni‘ir

$. (Г. ՓՈԱԼԴՈԱՆ

Ս. մ ւ|) ս փ ո I il

Ih.unt մնա սիով ում /, ուղղանկ յ/ոն լա շնական կարված քով շրջանային օղակի 
ււեկաււրի օ/ււրոէմր ոչ՝ ղծային <1 ա ո ան ղ ա կ ան սողքի ղեպքումէ () ղաա ղո րծ ե լով 
ցրոնային կււորղինաւոներր, կի ւ/ահակ ա ղա րձային մեթոզով /ոնղիրր քերվում 
i րսրոէմների ֆունկցիայի նկատմամր ոչ-ղծային ինտI. ղրո-ղիֆւերենցիա/ Հա­
վասարման, որի (Ոէծումր էինա րվ ftt մ Լ ա и ա ի.Հանա յին շարքի սղն ո t fJ յա մ ր I։ 

ապացու ղվntii հ '1յ,է'1 դուդամ իտւււթյորնըւ
1!արակ ապատ ուղղանկյան էղրոֆի(ով շրջանային օղակի ււեկաորի համար 

րէլծված են սողքի ե ոե/արսաւյիա /ի իւնղիրներր: Վերջինիււ ,ամար քերված 
քհ/ա/ին օրինակների Հիման վրա կառուցված են ոլորող մոմենտի ղրաֆիկներ։

THE TORSION OE A RECTANGULAR CROSS-SECTION 
CIRCULAR RING SECTORS UNDER NON-LINEAR CREEP

F. M. POL ADI AN

S ւ j ni m а г у

The torsion of a rectangular cross-section with circular ring sectors 
is considered under non-linear hereditary creep. By using cylindric coor­
dinates and the semi-reverse method the problem is reduced to the 
nonlinear integro-differential equation with respect to the stress function. 
The solution of this equation is obtained in the form of a power series 
and the convergence of the series is proved.
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For a thin-walled core of a rectangular section ihe problem of 
creep and relaxation is solved. Graphs for relaxation are plotted on ihe 
basis of numerical examples.
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