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* п , 12,При вывод - первого уравнения системы (1.^) не учтен член — . так кик нами 
<>!

рассматриваются длинные трубы [2].

НЕСТАЦИОНАРНОЕ ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ В ТРУБАХ 
С ПРО! 1ИЦАЕМЫМИ СТЕНКАМИ

БАБАДЖАНЯН Г. А.

§ 1. Уравнения движения и краевые условия

Рассматривается нестационарное изотермическое одномерное течение 
несжимаемой вязкой жидкости в трубах (плоской и цилиндрической) с 
проницаемыми стенками.

Причины, вызывающие нестационарное движение жидкости в трубо
проводах. могут быть различными. К ним относятся переменное потребле
ние жидкости, включение и выключение буферных потребителей и ком
прессорных агрегатов, перекрытие запорных устройств, появление аварий
ных утечек жидкости из трубопровода и другие.

Дифференциальные уравнения, описывающие вышеуказанное движе
ние. [ 1]

_ ир
Ох 4 /»

д_Р_ . * (Р— Р») __0 ц п
01 ' Ох ' 2 Л

для плоской трубы и 

др $ои:: ՛"՛ 
Ох 4 а

+ + ^0 (1.2)
д( дх а

для цилиндрической трубы.
Первые уравнения в системах (1.1) и (1.2) устанавливаю։ равенство 

между перепадом давления вдоль трубы и трением, обусловленным вязко
стью.

Вторые являются уравнениями неразрывности с у четом проницае
мости стенок трубы |2|.

В системе уравнении (1.1) и (1.2) р и и — соответственно средние 
по сечению трубы давление и скорость течения, ; — коэффициент сопро- 
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тннлсния трения. 2':— ширина плоской трубы. рп внешнее давление. 
՛■' — модуль объемного сжатия, учитывающий упругость и проницаемость 
стенок трубы, а радиус цилиндрической трубы, л'—направление пото
ка. / время, а — коэффициент, показывающий степень проницаемости 
стенок трубы (р. и г/.. А следовательно, и Л вдоль трубы принимаются по
стоянными).

Если р ра ^>0, имеет место отсос, в случае р — р֊ < 0— вду
вание жидкости.

Режим движения жидкости принимается ламинарным, поэтому значе
ние коэффициента сопротивления трения для плоской трубы будет

с _ 24 12 у

Ке иН
а для цилиндрической трубы

. 64 32 у
Ее иа

(1.3)

(1.4)

Здесь :<е—число Рейнольдса. V—.кинематический коэффициент вяз
кости жидкости.

Подставляя значение с. н системы уравнений (1.1) и (1.2), получим

ар— — = йи 
ах

'2Вл.к^֊В(р֊р,) -О (1.5)
д/ дх

. 3 н г, къ . 8 и р 2 А з
где Ь = — » п— — для плоской трусы и Ь — —- » Ь—------- для ци-

/г՝ 2 Л ՛ о'՜ а
линдрнческой трубы. динамический коэффициент вязкости жидкости. 
Исключая из системы уравнении (1.5) переменную и (х, О. относительно 
/>(х, г) получим следующее дифференциальное уравнение:

•’ />.)
(И дх՝

(1.6)

. к/г п А-’Ягде А =---- > Ь — ■— для плоской трубы и
3 ц 2 Л

, ка2 г. 2 <, гД— ---- > & —------ для цилиндрической трусы.
8 а

Если из системы (1.5) исключим переменную р (х, 0. то относитель
но и (х. О получим такое же уравнение, как для р (х. О, то есть

^Д^-Ви (1.7)
Л <1хг

Дифференциальное уравнение (1.6) решаем при следующих краевых усло
виях:

4



При X 0 р=р„

при А = / = О
Ох

при / = О р - Р(М (1.8)
Здесь р„ — давление жидкости в начальном сечения. I — длина тру

бы, функция р1։ (л) показывает закон изменения давления при стационар
ном режиме движения, то сечь является решением уравнения

^֊֊֊(^ Р.) = ° 0-9)
dx- Л

при следующих граничных условиях:

при х = 0 рв = рп

при х = 1 р0 = Рк . (1.10)

Здесь р давление в конечном сечении при стационарном режиме дви
жения.

Второе граничное условие из (1.8) показывает, что в конце трубы рас
ход жидкости прекращается мгновенно, вследствие чего и возникает не
стационарный режим движения.

Решение уравнения ( 1.9) будет

, —֊НЯ.“֊ РЛ)*Ь  <։,(/ —х)
+---------------- 37^7------------------ (1 1)

§ 2. Ришснпе уравнения (1.6)

р<М

Перейдем к решению уравнения ( 1.6) при краевых условиях ( 1.8). 
Решение ищется в виде

р(х, /) = р0(х) 4- /?х(х, /) (2.1)

где />,. (л) является решением уравнения (1.9) и имеет вид (1.11), а 
/91 (*>  •) удовлетворяет уравнению:

^ = А^.-Вр, (2.2)
д! Ох֊ '

Краевые условия для уравнения (2.2) будут

Применяя к уравнению (2.2) и в краевым условиям (2.3) преобразо
вания Лапласа [2], получим

при х = 0 pj = 0 

, dPx dPo [(/>„ —pjchaj — (p„ - pj] n
при X~f dx dx .r=t sh tZj/
при (2.3)
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л д'р^ п
А =5р^

при X = о

при х = I

/>1£=°

<*Ри  _ 2.
(1х з

Здесь р1Д = р։(х, /)ехр(- з<) д(
о

Решением уравнения (2.4) будет

Ри=с1ехР(Т*)  4-с2ехр(7х) 
где

Т = У($ + В)/А

Из граничных условий (2.5) для с։ и с. получим

сх = ֊ с,
р

275-ей х/

Тогда для р1Г получим

Р яй 7х

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Для получения оригинала функции р1Л (х, 5) применим к (2.8) об
ратное преобразование Лапласа.
Обозначим

Ф ($) = $й 7х, х 

ф ($) = 5 ей

(2.9)

(2.10)

Можно показать, что функции Ф (я) и <р (а') являются обобщенными поли
номами относительно •■> и что все условия теоремы разложения соблюдены

Теорему разложения можно написать так:

Д,(х, () = £ |р։Дх, 5)] « Ь ’
г РФ (.V) | “ РФ ($л ехр ($„/)
I ?(*)  I "^։ (2.И)

где 3., — корни полинома ц (з).
Найдем корни функции у (ь) — $ ей 7/.

Получим простой корень ~ 0 и бесчисленное множество простых кор
ней. определяемых из соотношения 

/ 5... - в
А ‘2

откуда

5п = ֊ в-у ?; = ֊В ֊-֊-р— ’ п = 1,2,3--- (2.12)
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Из выражения (2.12) получим

Рх(х^ = [)
I " * К) г

I ,1 *'ои (2.13)

Вычисляя значения И^о), <?'(8в), -($„)> ?' (\,) и подставляя 
выражение (2.13), получим

их в

Р1 (х, 1) = О
2 А з։п ՝—у— • е' ’•՛

Ч 1 5*П

Общее решение задачи согласно (2.1) будет

р (х, I) = рв(х) 4֊ Рх (х, I) = /?„ +

4х + (/'.. Р.)։Ь1/ 4(/՜

$и в,

(2.14)

14/ 4 л

ДсЬ -А՛

_ 2(-1)п՜' Д-зт-у-е'"1

2------------.-----------Г?֊-(2.15)

Подставляя значения постоянных А, В и I) в формулу (2.15), для зна
чения давления окончательно получим

(Р.~ + (₽„ — ₽,) .чЬ | х>
Р{Х',} Р'

. / 3 ։да . / 3 :*/»  . - «,3 и»
| 2Тд (^"р-)сЬ| здз^ + Сл.-р.) 5Ь|

5ьр/^/

2(-1)п ՝к/г^п (2 п 1)”Х
21

3 Н5„ /'

ехр (хп /)
(2.16)

‘Ч7 -дх_ 
, / В . . Г в 
V ЛСЧ А

где

5 = — к
(2п-1)՝г.-к2 а

12*1-  2 Л
— для плоской трубы и

16 на . . , л16|1
-£Г-*т  (д„ - А,)5Ь |/ ֊аз

I
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где

/ 16 рх
а3 (/\ - л.)сЬ |/ 1 - (л, ~ р»)

у ~х _
^с11| ■^1

/ 16 нос
а3

. (- I)"՜1 4о-'51п(2п 
V_____________

.‘Л 4։.5„г (2.17)

| /

X

5„ = — к
(2 п 1)гг-’а-' 2 а

32 р/2 Т

для цилиндрической трубы.
Из первой формулы системы (1.5) получим значение скорости

2 А3

(Р,- Р.)сЬ|

-(р.-р.)сЬ|/|Э* + (р. - />.) сЬ |/ I - (р„ - Р„) >

/ 3 ра 
спк <֊ 2( —1) Л-р Л’соз

/ з ра
(2.18)

.сЬ ]/ Тл>
для плоской трубы и

1____
16 ра 

а3

16 ра

16 ра . .

сЬ 1/ —т— XУ а3
, - / 16 раИ у

- (֊1)
V_____

л — I

, „ (2 и 1)-х/<а-рпсоз------------------ е

4 р /2 «„
(2.19)

X

+

/ 3 Р Г՜ $.
/

для цилиндрической трубы.
Секундный продольный расход жидкости определится по формуле

С։,р = 2 щкЬ (2.20)
для плоской трубы и

С>р ~~ -а (2.21)
ДЛЯ И К Л И Н Д р и ч ес к о й трубы.
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к, в (2.20) есть ширила канала п поперечном направлении. Секунд
ный расход жидкости через стенки (поперечный расход) на единицу дли
ны канала определится по формуле

б;т=2«(р -рв)^1 (2.22)
для плоской трубы и

(^^2т.аа(р-Рг)? (2.23)
для цилиндрической грубы. 

Численный пример. Рассмотрим движение воды в проницаемом ци
линдрической трубе при следующих данных:

Л =--2-10* —. р=0, п =10’ —, /=103м, & = 103 —•
" м֊ “ к м2 м-‘

а —5 -10 ■ м, «
м3

10֊»-------- -сек к!
,.= 10

м՝

Законы изменения давления, скорости, продольного и поперечного рас
хода жидкости, вычисленные по формулам (2.17), (2.19), (2.21) и (2.23), 
представлены на фиг. 1, 2. 3, 4.

Фиг. 1. Фиг. 2.

И.» фиг. 1 видно, что давление уменьшается вдоль трубы при любом 
значении времени и увеличивается по времени для любого Сечения трубы.

Из фиг. 2 видно, что продольная скорость движения жидкости умень
шается вдоль трубы при любом значении времени. ; !осле закрытия задвиж
ки быстрота уменьшения скорости резко увеличивается. Кривые, показы
вающие законы изменения продольной скорости для моментов времени 
.' = 0 и / ~ 2000 сек., параллельны.

Из фиг. 3 видно, что продольный расход жидкости уменьшается вдоль 
трубы для любого значения времени. После закрытия задвижки быстрота 
ум-.н шения расхода резко увеличивается. Кривые, показывающие законы 
изменения продольного расхода жидкости для моментов времени ' ~ 0 и 

2090 сек., параллельны.
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На фиг. 4 показан закон изменения поперечного расхода жидкости 
(расход через стенки). Из него видно, что расход уменьшается вдоль гру
бы для любого значения времени, но увеличивается по времени для каж-

фиг. 3. Фиг. 4.

дого сечения трубы после закрытия задвижки. Из полученных результа
тов видно, что при выбранных краевых условиях нарушенный заданный 
стационарный режим движения жидкости через определенный промежу
ток времени (для данного случая I 2000 сек.) переходит к новый ста
ционарный режим движения с новыми параметрами движения. Проверка 
показала, что. если в полученных формулах для давления, скорости н рас
хода при нестационарном движении жидкости время /—сю, то результаты 
совпадают с решениями стационарной задачи при граничных условиях 
(1-8).

2Ь'1.ПЬШ’ (1Ц USUBIMIbUP CUPJ-ni’UI! '■lll.Slil'Ihl.
1иП*1.ПЧ1к։|Ъ1>РПЬ1Г

Ч-. ц.

1J. if l|l n l|l 11 I if

III iintdbuiulipi(ptid I; fi/i/tflitl/'h in'll nhifd l,{[i ~iLrprtiij[t nj и in in g ji nh in p £tiipdnt- 

lip Auilfiitttlfli^i UfUitnLpm^ lnitqntlurli'iihpiiid (‘iui/ip It гцшЪш jit'll )t
^Lijnilj/l ^iupihf ШЪ [wjltinup [l'lH[lll1>llllllfllin'lj[t thinpimf npn i [I / nili I

llltllplll If 1[ 111 Ц [tip) UI j/llt d 111 nil lilt] lllb UI d in'll p ft UI [blip It if If ft I. jl ll'fl If ft 111 f ,'111 l/iu uiu pni tl - 
ЪЬр/t ,lUli lulpnptjp phplif If l> 111 J/i'll UI if UI Hill p tl ufh I, pji -t Hid urljlll ptf />h ft p 111 fl I, I nil 

iuin/puiiji \ttпгфиjti-n[) >in'llp uinuigiljiid I; /tihifp/i t/iiul{ puAnidpi И piijifuni hit 

dh^dnili, ut p tn tfii i (If in'll, hplpn i‘lnulfur֊՝U h fill гцшрии!/in'll li/plipfi фифи^п! m'h орЪЪр- 

'iiLppt l.mdi/picd /. /pi'll If ph in ptluipAi opfibnilp

NON-STAT1ONARY FLOW OF LIQUID IN PERMEABLE 
WALLED TUBES
G. A. BABAJAN1AN

S n m in ary
Non-$tationary isothermal (low of noncompressible viscid liquid in 

flat and cylindrical permeable tubes is considered. The laws o( vari- 
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a lion pressure, rate of longitudinal and transversal discharge of liquid 
are determined.
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