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Вопросы распределения напряжении в брусьях при чистом изгибе рас
сматривались в ряде работ, например, п |1—5]. Учет поперечных сил при 
к.тгибе, согласно линейной теории наследственности, осуществлен в рабо
те [6]. В работе [7] исследовался вопрос о поперечном изгибе призмати
ческого бруса с сечением, имеющим ось симметрии, яр։։ действии попереч
ной силы, направленной по оси симметрии сечения, в условиях пэлзучести. 
описываемой теорией течения [8].

В настоящей работе строится решение о действии сосредоточенной по
перечной силы на конце призматического бруса произвольного сечен :։.։. 
материал которого деформируется, согласно нелинейной теории наслед
ственности [9] в постановке ( 10] с некоторыми видоизменениями. Иссле
дуется положение центра изгиба с учетом ползучести.

I. Постановки задачи
Рассмотрим заделанный одним торцом призматический брус длины 

! произвольного односвязного сечения, на другой торец которого действуй
поперечная сосредоточенная сила, 
определяемая проекциями /<(/) и 

на центральные оси г и г; по
перечного сечения бруса (фиг. 1).

Принимается, что

\ 0 (1.1)

а также условие объемной несжи
маемости материала

2,т % I- £, 0 (1.2)

Для описания ползучести, описываемой нелинейной -агисимостыо т 
напряжений, обычно принимается тезис о пропорциональности и соос.: >• 
стп девиаторов напряжении и деформаций 19]

3 £-
Ч = -֊-֊(Ч-=) ч

3 ։ (13)
У. О

где
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□ = — (а 4- а 1 )3 ' 4 9

- ’/ + (% -\'2 + (3, - ^гЯ + 6 (Ч.; + -;г + '.?

- -֊֊ I (£, - %г ֊ (% ֊ -г к *,г +з/2 (к, + т;,+-^։)

причем Яг и >'■. связаны друг с другом посредством некоторого временного
•оператора II. независимо от вида напряженного состояния

МО П[5|.(0,/] (1.4)

Однако уравнения ( 1.3) вкупе с (1.4) содержат в себе недостатки, кото
рые можно проиллюстрировать, в частности, на примере нижеследующей 
программы изменения осевого напряжения

։ (() = при 0</< /о 
I с при / /0

(1-5)

Согласно (1.3) (1.5). легко видеть (фиг. 2). что деформации ползучести
г (/) при ! > будут точно такими же. какими они были бы при а (/)=>■<•
(показаны штриховыми линия
ми), независимо от 1*0 и от 
вида оператора И, при этом 
л точке / ~ ((1 они претерпе
вают разрыв, в два раза пре
восходящий накопившуюся де
формацию ползучести до мо
мента /0, что не имеет смысла. 
В связи с тем, что в задачах 
изгиба брусьев превалирую
щими напряжениями являются 
с_, естественным представля
ется здесь в уравнениях (1.3) значения интенсивностей напряжений О. н 
деформаций к. заменить соответственно ", я которые, в отличие от 
интенсивностей, могут быть знакопеременными. Вместо (1.3) будем иметь

% =— ~ I®, - 3) (*» //.

3 ՛ (,-б)
(х‘ у’ 2)

Присовокупим сюда соотношение, аналогичное (1.4), записанное для не
линейной теории наследственности

8_. (/) = (!-г А'*)/[з,(/)1 (1.7)

гДе принято обозначение [ 10]
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С (1, г) мера ползучести материала, загруженного з возрасте т (111

/(3) = А |а Г sign? (1.9)

где А и п — параметры, определяемые из испытания на одноосную пол - 
•учесть.

Отметим, что уравнения ( 1.6) вкупе с ( 1 7) нс имеют вышеуказанных 
недостатков, присущих ( 1.3) вкупе с ( 1.4)

Согласно принимаемой здесь гипотезе плоских сечении. имеем также

։{х,у,г.() a(z.t)x г 6 (г, I) у-] $(:,()

$ 2. Снедение задачи к разрешающим уравнении и
Выпишем уравнения и граничные условия, которые должны соблю

даться:
дифференциальные уравнения равновесия, которые с учетом (II) запи
шутся в виде

интегральные условия

\ - Р, {t]{l . )

( ~։У<& = Р,1П(1-г)

С2Л)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2-5)

где О — площадь поперечного сечения бруса, а также условия совместно
сти деформации, которые с учетом (1.1) и (1.3) запишутся в виде

<Л

</ / ль л-. » оЧ
  ( _? "-- 1=2  L 
<>у--\ üx ff у / (JxJz
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Поскольку поперечные размеры малы по сравнению с длиной, то естестве։։ 
но принять дьг)дг д-.]Ол՜ и дь ./О? <& дг ./ду, вследствие чего, а также 
с учетом (1-10), (1.2) и (1.6). остальные условия совместности деформа
ций можно снять из рассмотрения. Используя (1.7). (1.9), (1.10). (2.3). 
(2.4), (2.5), получим

5/.г, у/, г, 0 = [’(/)х -|-Ь/)*7-;-ЧП|(/-гГ (2.8)

=.(*> у, г, г» = |(1 /?*)(“(Ох +з«)^ + ЧО]|1,Я"։

(I- /?’!<)1’(Пл- + 3(0.У 4 О1/)]Л ’я(/-х) (2.9)

где при обозначении (1.8) /\ (I, резольвента вольтерровского ядра 
Л<(/, *), а введенные здесь функции ’ (/). 3(/) и '• (/) при произволь
ных фиксированных t определяются из уравнений

[ [։(/)*+.8(0^ I 5(0]('’"хЛ!= А՝‘п Р.

( I (1 /?*)(»(/)х + ^(/)//4-^(0В:м?№ ֊/1։>л (2.10)
V V

| ри -/?•)[» (0 х 4 ₽(Пя + «(0]}"”Л!=>0

где степенная функция для отрицательных аргументов понимается н смыс
ле нечетного продолжения.

Уравнения (2.1) и (2.2) при использовании (2.9) решаются путем 
введения функции напряжении /’ (х, у. /) по формулам

—+л-1;’-2-|(!-/?*)[>(/)* 3(0.7+ 5(/։)!՛" 1 ! Л<.у. П
Оу П Г 1 

где /, (у, I) и ! (х. /) произвольные функции.
Уравнения (2.6) и (2.7) могут быть сведены к следующему:

Рт </т ,-^-֊2’- =(/֊.)'’-1{[?(()х-։(()7]п + В(Ы (2.12) 

где В (I)-֊ функция времени, определяющая поворот поперечно." ) .. 
чения.

Подставляя (1.6). (2.8). (2.9) и (2.11) в (2.12), получим основ։:-, 
уравнение относительно функции напряжения (л, у)

~ + ֊ 4՜ I1 (*> У) — 4- '• (*> у) — = > (х, у) (2.13)
Ох՛ Оу- Оу Ох

где
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?0) 1
Мх.у.П п (1 -/?*)Л(х,^/)

а (О 1 (!-/?*) а и)
Л(х, у, /) п (1 — Я*) Л (х, у, /)

(2.14)

(2.15>

'•՝ у) = п>4 1 "[Л (х, у, /)] 1
О п

■ | (1 - Л») л (X, у, О (1 - Л‘) л (X, У, Щ-

—(1֊ /?»)?(Г) |(1 я*;л(х. у, -Л*) л (ж. у./)-
п 4- 1

—а՜՛" -■№> цг-к.)ли,у, оГи
4- 1 Л (х, у, О

О/,(х, /) д{х (у, /) а (/)------ -------- ---------------------*----------------
дх Оу Л (х, у, о

֊А ('֊^»(п |Л(Х1
п (1 — /?՝’) л (х, у, /) I

± /}<у,<} (2лб>
Л(х,у.() л (1-/?’) •՝ (х. «7. О Г

А (х, у, () = а (/) х 4- ? (О У 4՜

(1-£’)/(/)=/(/)
.) о

Поскольку на контуре сечения не имеется внешних нагрузок, то крае
вое условие запишется так:

соз (п, х) - ту. сое (/<, у) = О (2.17)

где П внешняя нормаль к точке контура сечения.
Подставлял (2.11) в (2.17). получим следующее краевое условие для 

функции /՛ (х. у):

А; _,Г’--2֊|(1 /?‘)[а(Ох + 8(0^ г 8(/)]Г”-^- 1֊
С>5 п -Ь 1 4

+ /.(х. О-А ֊/,(.7. 0^֊ (2-18>
<75 Оз

где </л' — элемент контура сечения.
Таким образом, задача определения касательных напряжений сведе

на к уравнению (2.13) при краевом условии (2.18).
Рассмотрим теперь вопрос, будет ли брус закручиваться и где следует 

приложить силы Рл (О и Р (!) для изгиба без кручения, то сеть, где на-
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ходится центр изгиба. Поскольку для несимметричных сечений, вообще 
говоря, суждение об отсутствии кручения затруднительно, то будем счи
тать кручение отсутствующим, если

(2.19)

где ‘Ч. — поворот элемента площади в окрестности точки х. у от:։ хитель- 
но оси ֊'. Легко видеть из формул Ламе, выражающих деформации через 
перемещения, что

Лш. ГЛ ՝ , (7* #,

Ог о у Ох
(2.20)

Подставляя (2.20) и (2.12) в (2.19). получим, что кручение отсутству
ет при условии

В(/) = О (2.21)

что конкретизирует правую часть уравнения (2.13).
Определим теперь местоположение центра изгиба. Для этого восполь

зуемся следующим интегральным условием:

[ Л/" (2 22)
где Мм, — крутящий момент, вызванный силами Р., и Р,,. Подставляя 
сюда М,-,, Р>Уо Р?хо’ а также (2.11), для определения условия 
отсутствия кручения получим уравнение прямой линии

п , . л։ /.V Г 1*1 ОР ^Х, и, (} дПх, у, I) , , . ,,Ру (А *9 — Л (/) уп I Цу ------- ------ ~ + X----------------- - у/։ (у, /) ֊
.12 I ду их

-х/։(х, 0 ■-^֊ к*)[’(/)х + ?(')</ ■ «(<»11՛'' *}*2 = о
п •(- 1

(2.23)

ю есть при действия силы с составляющими Р, (О и Р (/) кручение не 
будет иметь места, если точка приложения (л„. у,.) этой силы находится на 
прямой линии, определяемой уравнением (2.23).

Вышеприведенные уравнения можно использовать и для случая нал.։- 
чин кручения, если задан поворот сечения на некотором расстоянии тт за
щемления.

Для тонкостенных несимметричных и длинных брусьев определение 
центра изгиба приобретает особое значение. 1 аким образом, задача об 
изгибе брусьев сведена к решению системы (2.10) относительно г/, (/) 
£ (0 и МО. где I играет роль параметра, и. следовательно, определению 

и г. по формулам (2.8) и (2.9), затем к решению уравнения (2.13) при 
краевом условии (2.18) и определению центра изгиба согласно (2.23). к 
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которому должны быть приложены внешние силы для отсутствия круче
ния. Функции /, (у, /) и /; (х, /), входящие в (2.16). (2.18) и (2.23), про
извольны, ириравиение их нулю не отражается на определении напряжений.

§ 3. Изгиб консольного бруса прямоугольного сечения

В качестве приложения рассмотрим задачу об изгибе бруса прямо
угольного сечения, допускающую аналитическое решение.

Положим, что на брус (фиг. 3) вдоль оси х действует сила Р. Ил 
системы (2.10) получим

У ։«) = - А ^-Кп.у<11'11]"|(1 Х»)[|Р|‘-’Р] 

у—, ?(»)-«(<)-о {ЗЛ)

о Условие (2.18) запишется так

— = ֊ А — | (1 -/?•) а (I) |1'"+1х1',’ +1 -У- + 
<3$ л -|-1 <■>$

-ь/Дх. о V—(3.2)

Принимая

А (л. о - о
(3.3) 

/,(</,/)֊-֊ л ։"‘ -Д-1 (1 _ /?•) ։ (,) • -о՛ - ’
п । 1

получим, что как на сторонах у ~ ± Ь, так ил = ~ а. то есть на всем кон
туре = 0. и. не умаляя общности, можно принять

Г(± а, у) = о 
Г(х, ±6)^0

(3.4)

Учитывая (3.1) и (3.3), уравнение (2.13) перепишем так

<гг ■ А /, _ 1 \ 0/7 <‘ I- 2п>р у1»Г'՞՜՛ н
дх’ <>у=Гх\ п)дх՜ б Ьа'"’3 1 '

Решение уравнения (3.5), удовлетворяющее второму условию (3.4). ищем 
и виде ряда

Г(х> У> 0 = £ \(х, /) $т ~-у о
(3.6)

Разлагая в аналогичный ряд Фурье правую часть (3.5) и приравнивая
коэффициенты при 51П (1сг:у)1Ь, получим

(*■ Я Л _ 1 V 1 0 _ "Ч3 г (х>
<>х- ' \ п) х ох Ь2 ‘

I 2Л. ..... х՝л-՝Р
' 1 I/-. 2

ЗА я а
(3.7)
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Осуществляя замену переменных

(3.8)

уравнение (3.7) сводится к неоднородному уравнению Бесселя

֊*՛* а./; »։■ (-1>‘ '<1 + 2п> / « (3.9)

Общее решение уравнения (3.9) при обозначениях (3.8) запишется в 
виде | 12]

14 (л) = С։1 (О Л ('-֊)+ (/) / , -г •/ ( V. О (3.10)

где /. и / . — функции Бесселя мнимого аргумента порядка ՝• и —■> 
соответственно, Си (О и Си (() — произвольные функции интегриро
вания, / (х, /) частное решение уравнения (3.9). Используя резуль
таты [13], для функции 7 (х, О получим выражение

У(х, 0 .’ р +
\к-) 341 г. <?"" \ Ь )

функция Струве, представляемая в виде пижеследую-где Ь

(3.12)

Используя (3.6). (3.8). (3.10) и (3.11). для функции напряжений 
/" (-՝■ У» О получим выражение

/ (х, .։/,/) = х V
С -1

(3.11)

. (£*)|
\ о / )

. к-ц
$10 —- 

ь
(3.13)

где

,։(() = (-!)*/М’
\К-/

(1 -2п)2>~,Г (у 1/2) 
ЗА-У га1'* 2

(3.14)

Подставляя (3.13) во второе уравнение (2.11) и учитывая (3.3), получим

1-с2ио/ +
\ ь /
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V [с,1(О-т-/.(^)+ (3.15)
\ А 6 к ;| </х X Ь /

С։‘(/) 1՜ ' • (т) + к*(/) 7" д' (Т) I ”п V 
ах \ Ь / дх \ Ь / ] Ь

Из условия, что на линии д 0 является конечной величиной, заклю
чаем. что

Си(О«О (3 16)

Для того, чтобы удовлетворить первому условию (3.4). достаточно ПОЛО’ 
жить

(3.17)

Используя (3.13). (3.14). (3.16) и (3.17), получим следующее выражен:։
Для функции напряжений Г (х. у. /):

Можно показать, что. принимая в (3.18) п — 1 (•— ] ՝2п 12), из форму
лы (3.18) получим известное решение задачи Сен-Венана об изгибе упру
гой консольной балки прямоугольного сечения |14).

Поскольку функции Бесселя протабулированы, целесообразным пред
ставляется выразить через них функцию Струве, согласно [12):

£.(х)^.(х,__(3.19) 

6

После подстановки (3.19) э (3.18) н (2.11) и использования рекуррентных
■соотношений для /. (х) и / . (х) после ряда преобразований получим ни 
жёследующне выражения для 'гг и ~ г
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2(2» + ибо’"-"’ 

/ \
Р (» г 1) 6.Г՛ 1 “ (-1)* \ Ь )

3"га’ ’ А к- /

В табл. 1 при обозначении р* = Р//г приведены значения р'՜ и 
\.’ры, вычисленные по формулам (3.20) и (3.21), в применении к из
гибу бруса сечения Л 2А силой Р при п 3, в сравнении с соот
ветствующими значениями при п -1.

Таблица I
Значения касательных напряжений *.д. и при нагибе бруса 

прямоугольного сечения А 26

2у Л
Х'А

0.|25| 0.250 0.375’ 0.500| 0.625| 0.750 0,875,1.000

п п 3 0.850 0,789 0.699 0.592 0,470 0.333 0,178 0
’»,‘Р* 0 1п = 1 0.558 0.530 0.484 0.421 0,338 0.236 0,111 0

, Л =3 0.741 0.623 0.507 0.386 0,263 0,140 0,031 0
• г« Р 1 П = 1 0,606 0.579 0,535 0.469 0,387 0.284 0.159 0

2у А
х,Л 0.125 |0,250 [0,375 |0.500 0,625 |0.750 |0,875 [1,000

П п ’ 3 0.874 0.874 0.875 0,875 0.876 0.876 0,877 0.877
*„ Р 0 п 1 0.567 0.570 0,573 0,578 0,585 0.594 0,604 0.614

п п 3 0.0196 0.0388 0.0540 0.0703 0,07120,0705 0,0522 0
р՝ л - 1 0.0054 0,0102 0.0147 0.0181 0,0196 0.0194 0,0153 0
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§ 4. Изгиб консольною бруса тонкостенною швеллерною сечения
Рассмотрим определение напряжений у консольного бруса, сечение ко

торого показано на фиг. 4. при действии силы, параллельной оси х. при 
условии отсутствия закручивания. Из условия тонкостенностн сечения 
имеем

'• . = 0 и —— — 0 на полках 
С’х

7=0 и -֊֊' -0 на стенке »• Л 4/

(4.1)

Вследствие симметрии поперечного сечения относительно оси у, получки, 
что условия (2 10) удовлетворяются при

’</) =

?(/)■ 5(/) о

1 -Г 2л
25(1 Зл)

"(14- /гнрв(/)|
(4.2)

। де степенная функции от отрицательных аргументов понимается н смысл”
нечетного ее продолжения.

Согласно (2.9) и (4.2). нормальные напряжения определяются ио
формулам

Фиг. 4.

РН 4-2п)(/֊֊т) 
-------------7----------- иа полках х - д

2(1 Ф3л)5а*
(4 3)х|” ‘хР(/-2)(1 4֊ 2л) 

---------------------- --------------- на стенке
2(1 • з.чм

Используя (4.1), (2.2) и (4.3). а также очевидные 
а

условия т^г(3/4а) = 0 и \ (х) 5</х= Р, получим

т (֊а,у)=± Р0±2*>" у ֊ 2(1 + Зл)га V 4 а / 
(4.4)

‘ а՝ у) — 0 на полках

Р(1 Ф 2я) 
25а (1 - Зл) (1 4՜ л)

1+2л_л/иу-‘
\ а /

на стенке

При л 1 из (4.4) получим

а_ . 3 Р
4 / 16 оа

(4.5)

что совпадает с формулой Журавского для швеллерных сечении.

<>4



Центр изгиба определяется значением у при = 0. согласно (2.22).
(4.4) и (4.5). по формуле

5л՜' — 7 п 4 2
12л2 16л 4- 4

Отметим. что зависимость у,. от показателя нелинейности п весьма мала. 
Действительно, для лннёйно-деформируе.мых тел (л = I) имеем 
У» = — ЪАУ1е> ч. в то время как при Л = 3 у., — — 0,425 а, а при П со 
у., = — 0,4167 а.

(12 ԳՆԱՅԻՆ IIIIV’I’ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՄԵՋ հՈՆ11Ո1.Ն 
ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԾՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. 1Г. 111«1ր||ՆՏԱՆ. Ա. 1ԼՎեՏԻ11 ,‘'.ԱՆ

II. մ ւ|ւ n փ >ւ I մ

Ոչ ղծային մ աոանղտկան սողքի uthutttji յան հիման վրա կառուցվում /, 
կաՈ այակ^ոն յայնական հատվածքի կէ/նսպային չորսուի վրա տղղող կենարո 
նացված րս յնական ամի աղդեցուքե յան խնդրի րէէծոէմր է Խնղիրր րերված Ւ 
մասնակի ածանց յւպներով !.րկրиրղ սեռի ղիֆհրենցիալ հավասարման յոէծ- 
ս տն: Ուղղանկյուն /այնական '.աավածրի դեպքում ստացված են յարումների 
Համար արտահայտություններ։ U տարված են րանաձևերր չարու մների It ծրո- 
սան կենտրոնի որոշման Համար շվելերային հատվածքի ր ար ա կա պ ա ա չոր- 
иու ի դեպքում ։

ON THE CROSS-SECTION BENDING OF THE CONSOLE 
IN THE NONUNEAR THEORY OF CREEP

A. M. SIMONIAN. G. A. AVET'SSIAN

Sum in a r y

On the basis of the nonlinear hereditary theory of creep, the so
lution of the problem concerning the action of concentrated shear force 
on a cantilever beam with an arbitrary cross-section is built.

[he problem is reduced to the second order differential equation. 
In the case of a right-angled cross-section, the expressions for stresses 
are received. The formulas for the determination of stresses and the 
center of bending, in the case of a thin-walled beam with a horizontal 
cross-section, are obtained.

5 Известия АН Армянской ССР. Ме ханика. № 2
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