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ДЕФОРМАЦИЯМ РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

МКРТЧЯН Р. Е.Многие композиционные материалы проявляют свойство разносопро- типляемости к растяжению и сжатию как в свяли с плохой сопротивляемостью к растяжению связующего материала, так и по причине потери устойчивости некоторых армирующих волокон при сжатии. Например, большинство из расчётов железобетонных конструкций основывается па предположении. что при растяжении железобетона в нем работает только арматура, а при сжатии — бетон и арматура. Существуют также однородные материалы. обладающие свойством равносопротивлясмости.Исследованию свойств таких разномодульных материалов посвящено много замечательных работ советских и зарубежных исследователей (| 1 16] и др.). Экспериментальным путем найдены физические константы некоторых материалов, разносопротивляющихся растяжению и сжатию. Обзор этих работ и систематическое изложение разномодульной теории упругости можно найти в книге [16] и в работах [1(1 12].В настоящей работе рассматриваются определяющие соотношения для плоской деформации упругого материала. разносопрОтивляющегося деформациям растяжения и сжатия. Работа основывается на результатах работы [7]. которые в дальнейшем подтверждались в работах' [8. 12].1. Если принять, что указанный материал по всем направлениям растягивается или сжимается, ги лин 1р1«ариантные компоненты тензора на-В работе [12] отмечается, что несмотря на соответствие п общем предшесгную- щи.мя авторами, имеется некоторая разница ввиду отбрасывания некоторых членов при представлении функции жергнн. Это замечание относится к выражениям вида [7, 9]И? »-(/., •((„,) = |Г(/,. Г,. («>где инвариант /. с помощью соотношения [3]л*-М/,/3 = 0 (Ь)Выражается через I ։ и н 11’ представляется я виде (12]г 1ПЛ. ։„ *•) (с>Соглашаясь с полезностью представления (с), автор настоящем работы считает, что л представления (с) нс теряют своего значения, так как с помощью {>>) можно выразить как /։, так и /։ и /. через остальные инварианты и привести (и) к соответствующему виду.В работе [ 12] отмечается также, что результаты работ [7. 3. 9. 12] :։ря малых деформациях соответствуют друг другу,26



пряжений или ' относительно произвольной системы координат О’, $3) при малых деформациях определяются выражениями [7]-.-г _ _|. 2;1 .,0, -о՜ - аг‘7 — 2и-^г (1.1)где 7м и 7' — контрвариантные и смешанные компоненты тензора деформаций соответственно; £'՛ контрвариантные компоненты метрического тензора; >, « (или н ) постоянные Ляме.
С деформированным телом свяжем ортогональную систему координа(’I1. О'. II ). направления осей которой в каждой точке совпадают с главными направлениями деформаций. Если материал растягивается по направлению 6'(по остальным двум материал сжимается, пли деформации раним нулю), то контрвариантные компоненты тензора напряжении определяются выражениями |7| 1 2(1«- (1-2)где

a(j‘
• »»

<г
М.4 - — f/j (1.3)

О »»(здесь и в последующих формулах по индексу X не суммировать), ;։։ и £։։ — ковариантные компоненты тензора деформации и метрического тензора относительно системы (0 ՛, 0?, II ). е. главные относительные удл ։- нения.В случае, когда материал сжимается только по направлению I* , имеем + 2!‘ Т' ՛ 2(г֊Г)։Х (1-41
В прямоугольной декартовой системе координат (О1, II2, О5) — (х,. х.. л ) выражения ( 1.3) принимают следующий вид:М’/, —- cos (х0*) cos(x(, 4?)и уравнения (1.1), (1.2) и (1.4) представляются н следующем виде:= 1 4*;/ 4 2« e.j=- /Л3,7 + 2’Л е,у _ (1.5)—/.Аб,, 4 2ч е. 4֊‘2(ч' |» ) cos (х<։ 0)cos(x., 0 ) е>.До,7 4 2р е. 4 2(р՜—? ) cos (х., О’) cos (х, 04 е,

где физические компоненты напряжений, е, компоненты тензора деформаций в системе (х։, х2, х3), о,-/ — символы Кронекера,д = «и 4՜ ем 4 ем = ех 4 е2 г ег

27



2. Рассмотрим состояние плоской деформации
д1Охг 0, ем — е։з = «зз = «3 — ОТогда выражения (1.5) принимают вид

'’ар ~ ^^’3 Т 2|1о- - >-Дм 4 2}1 е։р°.pJ — -i- 2|1- • 2(н՜ И՜) cos(x„, V) cos (xt, О7) е. (2.1)а^1) = лДо։<, - 2р+ея? 2 1’1-—-в ) cos (ха, &')cos(x., &') еЗз։ = '*Д> 3aj ОД = en 4 — с։ 4֊ е»Здесь и в дальнейшем индексы а. f> и у принимают значения I и 2, °33 и ։’оз символизируют соответствующие напряжения со штрихами и г индексами «т» и « —».Если ортогональная система главных направлений (О', 0 й, О3) образует правую систему, тоCOS (х։, fJ՛) — COS 7cos (x2, - cos (3/2 - + ?.) = sin 7
■7.. (2-2)COS (xx> U-) - COS (1/2՜ ֊•֊ 7.) = — sin 7.COS (Xj, &-') - COS 7.Из условии, что материал по направлению \ не деформируется, следует <■>, _ ап2) = , ф = „ 3-+ (2.3)Подставляя в (2.3) выражения соответствующих напряжений из (1.1) и принимая но внимание (2.2), можно получить

е։։ - excos2« 4֊ e2sin2a—— (c'i Т е։)-г ֊-(е։ -ea)cos2a 2 2Cia=ej sin3 ?. тe2cos’ a - ~ (ех 4- <>2)----- “ (е։ «г) cos 2? (2.4)
«12 = (е։ е2) sin Д cos з — (r։ е։) sin 2?

Эти формулы выражают известную связь между ев5 и «..Из (2.1) с помощью (2.3) и (2.4) получаем=/.Д j-2p cos'՜'7 е։ — 2]i sin՜ 7-е!гo.J2՜՜ — АД 2р+՜sin2ae։ 4՜ 2н~ cos2 7-е2 (2*5)«!՛; ’ ~ 2 («1U"—е«Р ) sin a cos a28



Для cej+получаются аналогичные выряжания (вместо подставляется ц и, наоборот).Из (2.4) и (2.5) вытекает
tg 2։ = 2еМ- = 2г» (2.6)*։։ 6 2։ Зн ~°м

7 = —4-f u ~ е” > 7,- — —Сп ~ е” (2-7)1 2 2 cos 2а “ 2 2 cos 2аПодставляя (2.7) в (2.5), можно получить следующие выражения:
аД- = / Дб։6 4՛ (|‘+ 4- ’Л՜*) ес? 4֊ -֊-△(? ‘ “ F ) 7’.? ֊Нг — !* ) ~S»3 2 2 ■» л (2.8) где 7\։ — - 7\։ = cos 2а, 7'։։ 72l = sin 2 аРазрешая соотношения (2.8) относительно деформаций иво внимание (2.6). можно определить).4- pl- 4 р- / — Ji"
----------------------- %- ֊ -<’ • - ֊ ’.г) '-■> --------*------- --

(2.9) принимая
л5-

(2.10)2с г,, где = —= а1։- 4֊ =„ , с=2л(и тГ) + 4«;Г (здесь по а и £ не суммировать).3. При решении задач теории упругости к физическим уравнениям (2.1), (2.8) и (2.10) присоединяются уравнения равновесия%,34-Х = 0 (3.1)в геометрические уравнения 1/2 (<\ > + «,.,) (3.2)
еи. ?՛.’ -Ь е1'2, Л ~ 2е։:՛. ։? (3.3)В этих уравнениях запятая обозначает частное днфференцкрбпание. 

X- (хг, х2) и На — компоненты объемной силы и вектора перемещения соответственно.В том частном случае, когда возможно показать, что в илоскодеформированном теле или в .какой-то его части возможны только растягивающие или только сжимающие деформация, то решение такой задачи для этого тела или его части в принципе нс отличается от решения соответствующей 
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задачи для обычного материала. Поэтому здесь рассматривается только случаи, когда одновременно возникают деформации разного знака.Подставляя (2.&) в (3.1) и учитывая (3.2). можно получить выражение
Ад 4- : .. , 1 у

'м, 1--------- А, - -----------’ >.+ Р 2 (' — 19 (3.4)
где значения Т,- приводятся в (2.9)

}l JL(ItT Up֊),
A «?։i I "...

4 ■ — оператор Лапласа.11ри решении второй сковной задачи, когда на контуре заданы перемещения «» = «W?«) (3.5)как заданные функции дуги л контура, в (3.4) подставляются значения
I 4.1՜ и1.‘У + К 2՜*՜

7 н =• ֊ Тп = cos 2« ------ цм ~ц-’.2
I (Н। [ 2^ т ' wl. 2 ' ^'2, 1^которые вытекают из (2,6) и (3.2).Если в уравнении равновесия (3.1) предположить, что компоненты объемной силы %։(х,. х.) определяются, исходя из потенциальной функции 1 (л,, л.), в форме А. = - К , и что существует функция напряжения <1’ такая, что а..- = — Ф. . то уравнению (3.1) удовлетворяет следующее соотношение:з,3 - Ф. 4֊ М. и 4֊ И (3.6)Для того, чтобы (3.2) имело действительные решения, должны удовлетворяться уравнения совместности (3.3). Подставляя выражения (2.9) |> (2.10) в (3.3) и принимая во внимание (2.6) к (3.2), можно найти следующее уравнение:•Т + -^2֊ s * V + I gj (о cos 2а) ֊ ֊ ( □ cos 2а)

(f ___ д \Î»-------•>} + 2----- 2----- (j sin 2а)COS 2з / Ох^Ох*
(3.7)

где V* бигармонический оператор, з - зп 4՜ 322-
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Если в (3.7) подставить из (2.6) значения2’Кsin 2з. = (°н ой)г i 4з?, cos 2? — —т֊^= I (°п с։х °а2 (3.8)
и выражение ав. из (3.6), то для определения функции Ф получается довольно сложное нелинейное уравнение с граничными условиями

- (/2<1> dx* <xi - d f \
<)xl, ds dx}dx* ds rfs \ dxs)огФ r/xg _ <?2Ф <7х, / дФ \
dxxdxt ds ° A ds ~ ds 0Хг I

(3.9)
где р, и р. — компоненты нагрузки на контуре.В каждом конкретном случае, предварительно убедившись к сходимости итерационного процесса, для решения первой и второй граничных задач (3.7) (3.9) и (3.4). (3.5) можно применить метод последовательных приближений следующим образом. При решении задачи (3.7). (3.9) с первом приближении принимается, что рассматриваемое тело или характерная его часть изготовлены из обычного изотропного материала с упругими постоянными >■ и р=(р I• «' )/2 (постоянные Ляме) и решается граничная задача (если нет такого решения в литературе)^ф'-р-2^ .< -V-0 (3.10)*■ -։ 2рс граничными условиями (3.9). Индексы I. II и г. д. показывают номер приближения соответствующих величин.Определяя значения sin'2а и cos12* из (3.6) и (3.8) и подставляя их в квадратные скобки (3.7) совместно с (3.9), можно получить граничную задачу для второго приближенияV^' + r'-֊ 0 (3.11)где /" = ТТ^ | ^0-cos2O- ^(='cos>2l)-

— - + 2____ -____ (o’ sin1 20cos 2a Ox^O
(3.12)

Указаннын итераннонный димом точности, то есть до процесс повторяется до получения необхо- достижения достаточно малой величины
max 0N аЛ’֊1

о 5 «3
с-Х

> где 7V номер последнего приближения.вторую основную задачу (3.4) и (3.5) можно решить аналогичным путем.
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В случае слабо выраженной разиосопротивляемости. го есть когдао՜*՜ — |1 / |1Л — и \■-------- — I или - ---------------< 1 )• при решении первой и второй гра-л 4- 2? \ 2 (/ 4֊ и.) /ничных задач можно воспользоваться методом малого параметра.Например, при решении второй основной задачи (3.4) и (3.5), представляя перемещения и и обгемные силы в виде разложения в абсс-,А-г _ |։-лютно сходящиеся ряды но з ֊-• ------------2 ('-4֊ И)— г", 4 4 ~ ь՛-’՜ 4- и',;' — ...

X. ֊X. + СХ' -г ...= Л,'1’ + ... (а. = I. 2)можно получить уравнения первого приближения
л?’ + ^,н-֊А-л'"=о/. 4- |1 л 4- |*м уравнения второго приближения.. 1 / мп> — н,։’д<» + . -2-Л.(։’ ֊ 4 1 ֊ЛГ.',",)? 4՜ !х Г 4՜ |* \ 741 ■Определение областей, где деформации не меняют своего знака, является одной из особенностей задач упругости для материала, разносопро- гивляющегося деформациям растяжения и сжатия.При решении конкретных задач для рассматриваемого материала желательно иметь решения соответствующих задач для обычного .материала Эти решения помогут нахождению указанных зон.4. В качестве примера рассматривается задача упругого равновесия полуплоскости.Пусть в системе прямоугольных декартовых координат (х;. х ) тело занимает область х О и на границе х. — 0 заданызм֊/(х1), з.| = ^(х1) при ха—0 (4.1)Для обычного изотропного материала напряжения определяются | 17

■х

— ОООпределяя из закона Гука и значения главных удлинений е, из (2.7), с помощью уравнений е։ — 0, е- = 0 можно найти разделяющие линии (если они существуют) областей, где е։ и е2 не меняют свой знак. Если после этих вычислении выясняется, что в деформированном теле возникает такая зона, где е1<^0, е« 0 (ед ֊< 0, е2<^0), то решения (4.2) и соответствующие деформации при а :՛•՛ (;֊1 - !1 )32



являются действительными в указанной ионе для рассматриваемого материала.Когда в деформированном теле возникает область, где с, > 0. с,- < 0.то нужно решить граничную задачу (3.7) с граничными условиями<2։Ф // ч 08Ф л /л-Л-г=/(«1)= “Рг> "Г——= Р, при х< = 0 (4.3)
''х\ Ох^Ох^Решение рассматриваемой граничной задачи находится следующим образом: Ф* = ф1 + Фо' (4.41

где .'V номер приближения, Фо — частное решение уравнения
‘Ф* + _ 0 (4.5)

—; (зл созЛ2а) ֊ т ( СОЗ** 2*) —
-- ---------  (зл 5’1П '2д) (4.6)

Частное решение Фо уравнения (4.5) можно найти, например, с помощью интегральных преобразований. После применения преобразования Фурье уравнение (4.5) приводится к виду
4х^ V л-фл>

4х$ -1՜ Р 1 с/х2 (<» х,) (4.7)

где
ФУ(х։) = осД= [фл'(;,х։)е'>^ I 2- 3ООпри условии, что, когда |.х,| — <», функция '1’ и ее производные до третьего порядка стремятся к нулю.Частное решение уравнения (4.7) получается в следующем виде-

Фо ( х.)1—- |[д(х։ '.)сЬ р(х2 — п) эЬрСч ^)|^Х 2 У 2г.р3 о
(4.8)

при условии, что При Х; — 0
3 Известия АН Армянской ССР, Механика. № 2
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Ф."(х։> = = = .^2. = о

ах, <1х' дхг,

м -<Рй подучается с помощью формулы обращения Фурье соФ?(х„ *,) = ~ Ф^х,) е "^р (4.9)

— соРассмотрим частный случаи, когда сосредоточенная сила с составляющими (рь р_.) приложена в начале координат. Тогда напряжения для обычного материала определяются по формуле
Из (4.10) следует, что в этом случае имеет место соотношение

°п = 3и3« (4.11)Легко доказать следующее утверждение: если из решения соответствующей плоской задачи для обычного материала получается соотношение (4.11), то это решение и есть искомое при определении напряжений, если принимать, что р — р4՜ при ев >0; р = р՜ при еа < 0 и р - (р 4-р )/2». если и е, разного знака.Пусть в деформированном теле е, > 0 и е։ < 0. Тогда для определения напряжений необходимо решить граничную задачу (3.6)—(3.9). Если напряжения, полученные после решения этой задачи, удовлетворяют соотношению (4.11). то из (3.8) вытекает. л 2'^ч1 л ~~ -о;51п2я = --- - соьЪ - —-------- з — 5П -г5 ОЭти значения с помощью (3.6) обращают выражение внутри квадратных скобок (3.7) в нуль, и (3.7) приводится к обычному уравнению
К72Ф 1- ———Х7гИ=0 X -Ь 2рчто и доказывает наше утверждение.На основании этого утверждения и (4.11) напряжения в рассматриваемом случае определяются выражениями (4.10) при всех видах деформированных состояний. Предполагая, что с, 2> 0. с. < 0. из (4 10). (2.10) и (2.7) можно определить ? [2 (>■ 4֊ Р՜) (4.12)е։ =?(>• + 2р՜), е։ = — <р. (4.13)где
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?՜ [2' (l>‘ Ч Р-.Աս ) յ- 4р. U I {x.xj-Из (4.13) видно, что в деформированном теле получаются только две области: е, > 0, е. < 0 при ? 0 и е,<^0, <*^>0 при «?0, которыеразделяются линией <₽ 0 или х р, = 0.
ՋԴՄԱՆ IN. ՍԵՂՄՄԱՆ ԴԵՖՈՐՄԱՑԻԱՆԵՐԻՆ ՏԱՐՐԵՐ ԴԻՄԱԴՐՈՂ ԻՆՈՏՐՈՊ ՆՅՈԻԻՓ ՀԱՐԻ՛ ԽՆԴՐԻ •ւԱՊԱԿՅՈԻԻ՜ՅՈԻՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ik և. ՍԿՐՏ53ԱՆԱ մ փ ո փ и I մ
Արտածվում են ձգման և սեղմման գևֆորմ արիաներին տարրեր գի~ 

ոագրոգ իգոարոպ նյութի համար հարթ գեֆորմ արիաների >էրոշիշ րոռրնչու֊ 
թյուններր։

Ցույց Լ տրվում, որ հարթ դեֆորմ արիաների ս>ՈԱ>քին և երկրորդ հիմ 
նւսկան խնդիրներից ստացված ոչ գծային դիֆերենրիէպ հավասարումների 
րւմքԱան համար կարեչի Լ կիրաոեւ հ աշորգական մոտավորոէթյուննե րի եղսո 
նակր:

(1րսյես օրինակ դիտարկվում է նշված նյութից ւղաւորսատված աոսւձդսւ - 
կան կ !:/.՛ ո: .՛ ւ:: •: թ ո: թ յ ան I ավ ա ս ար ա կ շ ո ութ յան խնդիրր;

ON RELATIONS OF PLANE PROBLEM OF ISOTROPIC 
MATERIAL HETERORESISTANT TO DEFORMATION'S 

OF TENSION AND COMPRESSIONR. E. MKRTCHIANSummaryThe determining correlations for plane deformation of the material, heteroresistant to deformations and compression are derived.It is shown, that for the solution of nonlinear differential equations, which are obtained from the first and second principal problems of plane deformations, one can use the method of successive approximations.As an example the problem of elastic equilibrium of a half-plane from the examined material is considered.ЛИТЕРАТУРА1 Тимошенко С II. Сопротивление материалов. T. 2. M.—Л.. Гостехтсорм адат, 194՛« 456 с;Z. Амбарцумян С .-I Уравнения плоской задачи разносояротнзляк>|ценся или разно- модульной теории упругости.— Изе АН Арм.ССР. Механика 1966. т. 19, № 2. с. 1-19.
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