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НЕКОТОРЫМ ВОПРОСЫ ОПТИМАЛЬНОГО 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ
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Рассмотрены статические задачи оптимизации упругих оболочек вра
щения в случае действия осесимметричных нагрузок. При проектировании 
учитываются такие характеристики как вес, жесткость и прочность (мак
симальная интенсивность напряжений), а в качестве искомых управляю
щих переменны՜, выступают поочередно или совместно форма меридиана 
срединной поверхности и распределение толщины вдоль меридиана. Для 
безмоментных оболочек вращения, проектируемых с учетом требовании 
минимальности веса при ограничениях по прочности, доказано, что крите
рием оптимальности является условие равнопрочности. Даны конкретные 
примерь: оптимальных распределений толщин для частных критериев проч
ности (критерии Мизеса и Треска).

Исследованы задачи максимизации жесткости тонких упругих оболо
чек. работающих на кручение. Объем материала (вес оболочки) предпола
гается заданным. Получены аналитические решения, описывающие рас
пределение толщины и формы меридиана оптимальных оболочек.

Ранее задачи определения рациональных и равнопрочных оболочек ре
шались в [1—5|. Распределение толщины в задаче о равнопрочной осе 
симметричной безмоментной оболочке вращения найдено в |6|. Задача об 
оптимальной по жесткости оболочки в задаче кручения изучалась в |7|.

I. Оболочки минимальной массы при ограничениях по прочности. Рас
смотрим оболочку вращения, находящуюся под действием осесимметрия 
ноя нагрузки. Положение точки на срединной поверхности оболочки ха
рактеризуется углами В и <|, где 0 (0 0 т) угол, образуемый нор
малью к срединной поверхности и осью вращения, а <| - угол, задающим 
положение меридиана. Главные радиусы кривизны и радиус круга, обра 
зованного при сечении оболочки плоскостью, нормальной к осн вращения 
обозначаются соответственно через /?1> Л’г и R.

Обозначим через Р ~ р (0) действующую на единицу поверхности 
оболочки радиальную внешнюю силу, а через Q Q (Н) —суммарную на
грузку. приложенную к части оболочки, расположенной над параллельным 
кругом 0 (фиг Г). Из условий равновесия указанной части оболочки кы- 
i жаю-1 выражения для напряжений

(6),'Л, 4»! — Q'2~R sin rJ
?•=-pRi ~ ’1,1) 
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где Л =/? (0) — распределение толщины вдоль меридиана. Величин.՛.! 
-Е, 5 полностью характеризуют напряженное состояние оболочки.

На допустимые величины напряжений наложено ограничение но 
прочности

ф(=„ < 0 (1.2)

Заметим, что в плоскости главных напряжений область допустимых со
стояний 12 является выпуклой и начало координат (точка == 0, з = 0) 
является внутренней точкой 1).

Масса элемента оболочки, лежащего между параллельными кругами 
0., и 0. определяется формулой

,)
J ’,ytR.R..s\n’>db (1.3)

0.
Задача оптимизации заключается в отыскании распределения толщины 
оболочки /*(()). доставляющего минимум функционалу (1.3) (функциона
лу веса) и такого, что напряжения, подсчитываемые по формулам (1.1). 
удовлетворяют условию прочности ( 1.2).

Функционал (1.3) линеен по /1. Выражение /?,/?, sin О положительно, 
так как R, ՝> 0. R >■ 0. а 0 И я. Следовательно, минимум функцио
нала достигается на нижнем ограничении для функции ՛'?, обусловленном 
критерием прочности. Искомую управляющую переменную h будем рас
сматривать как параметр в формулах (1.1). определяющий положение точ- 
-;и в плоскости напряжении на луче выходящем из начала координат 
(фиг. 2) Часть хуча L. принадлежащая области 12 (ОА на фиг. 2), соот-

встсгвует напряженным состояниям н смысле критерия (12). При этом 
минимальная допустимая толщина й оболочки определяется пересечение.՝! 
луча с предельной кривой (‘I» 0). Оболочки, для которых толщины
определяются таким образом, называются равнопрочными. Из проведен
ного рассмотрения очевидно, что для равнопрочных оболочек вращения 
реализуется минимум функционала (1.3) (массы материала).
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Заметим, что если на оболочку действуют и скручивающие усилия, 
вызывающие сдвиговые напряжения, то аналогичными рассуждениями 
можно установить оптимальность равнопрочной оболочки и в этом случае

В качестве примера рассмотрим задачу оптимального проектирования 
оболочки под действием гидростатического давления. Жидкость с плотно
стью и заполняет весь объем обращенной выпуклостью вниз полусфериче
ской оболочки радиуса /? Для компонент напряжения имеем

y-gR2 1 — cos3 & 
ЗЛ sin՜՜ б

- .=
ЗА

1 — cos՛19 
sin2 9

(1.4)

В качестве условия прочности примем критерий Треска

rnax(|=v,’. |зД. (1.5)

Предельная кривая этого условия на плоскости главных напряжений 
з изображена на фиг. 3. Из рассмотрения формул (1.4), (1.5) 

видно, что при 0 0 arccos ((I 3 — I) 2) 76\ как так и -г по
ложительны, я ,'3. ։<С135՛. Точка, характеризующая напряженное со
стояние оптимальной равнопрочной оболочки на плоскости (зв, з_), 
находится на прямой АВ. Толщина оболочки в этом диапазоне изме
нения углов вычисляется по формуле /i = 'tgR*(l cos2 9)/(3^ sin2 Ö). 
На интервале 76՜'fJ <90 напряжение з становится отрицательным 
и точка в пространстве напряжений переходит на прямую ВС (с урав
нением з, □ — Зу). Равнопрочная оболочка обладает толщиной

Л = !Ж 2(l֊c°sJö) _3cosf)| 
Зз0 sin- 9 I

J рафик функции распределения толщины представлен на фи:. 4.
J.J

Прппёлсм решение задачи оптимального проектирования тороидаль
но!: оболочки ,1 д действием внутреннего давления [>. Пусть срединная пь 
вёрхность оболочки представляет собой тор, образованный движением 
окружности радиуса R. При этом ее центр описывает окружность радиу
са а. Компоненты напряжений равны
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у R '1՜ к 5*п ** - - р к
2? а + ЯзМ 3?-2Л

Предположим, что материал оболочки удовлетворяет условию прочности 
Мизеса

'Ч ' -.- й . ՝՝- I)

Тогда оптимальное распределение толщин представляется формулой

._ pH I За*— За/? ь։п 0 4- R* $»п’՜ ■>
' 2^) а . R $т ь

График распределения толщины показан на фиг. ?.

Фиг. 5

2. Ободочки мдксп.иаяьнои жесткости. Равновесие оболочки враще
ния, закрепленной вдоль одного края (г 0) и нагруженной скручиваю
щими усилиями (I, описывается уравнениями

___ <! / “ \ С/КК (I / и < 
б/?х/?,_____ \ /?/’ ‘ /?2 </о V 7? /

где И — смещение в окружном направлении (вдоль параллели оболочки), 
б модуль сдвига, /• — толщина оболочки, /?. /?,. означают соответ
ственно текущий радиус оболочки, радиус кривизны меридиана, расстоя
ние по нормали от поверхности до оси вращения. Через 0 обозначен угол, 
образованный нормалью к поверхности оболочки и осью вращения г. Под
ставим выражения для Н и в уравнение равновесия и опустим и полу
чающемся выражении член порядка который является величиной
более высокого порядка малости, чем погрешность, допускаемая при вы
воде уравнений теории тонких оболочек. Будем иметь:

с! 01 R՛' с/ / и \
\1<)

Учитывая соотношения <//?</> /?хсо.$6. и переходя от
дифференцирования по ') к дифференцированию но г, получим урав
нение, описывающее распределение перемещении и как функцию ко
ординаты х:
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т — — <//?՞ | 1 -}• (с/А^г/г)’

Граничные условия при г О и на незакрепленном крае имеют вид

**-«■ 1ттаН(т)!.,- Я
Интегрируя уравнение (2.1) и выбирая константы интегрирования 

яри помощи условия (2.2). находим распределение смещении оболочки

/
и (г) ֊- R ।Л' (г, т (’,) (Г. (2.3)

о

՛ ՛ /1 4֊(«/А.«/0а

Рассмотрим для определенности случай, когда нагрузка приложена к не
закрепленному краю оболочки. Перемещение свободного края идо и, па
раллели при приложении крутящего момента М да (/?՛) 1 - А,'*’)._1, 
определяется формулой

с Г У /е-
н(/) = М -------------1.^ (2.4)

о
Объем материала оболочки фиксирован и равен заданной константе , 
то есть

I
2- | А А I ГУ?рд = V (2.5)

о
С читается, что оболочка обладает максимальной жесткостью. если смеще
ние г/ (7) минимально. Поэтому задача отмимизацян жесткости оболочки 
сводится к отысканию минимума функционала (2.4) при условии (2.5).

Определим оптимальный прост оболочки в случае, когда функция 
ра֊ кределения толщины ՛■ ( -') рассматривается и качестве управляющей, 
.. функция Р — R (г) задана. Можно показать, что необходимым и доста- 
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- очным условием минимума функционала (2.4) при условии (2.5) являет
ся выполнение равенства

h R՝ = /v

где V > 0 — константа.
Используя данное условие оптимальности и изопериметрическое равен

ство (2.5). находим искомое распределение толщин

V / f* 1 г R] 
R 

о
dz (2.6)

Для оценки эффективности оптимизации рассмотрим оболочку с гой же 
формой меридиана и обладающей постоянной толщиной. Выигрыш за счет 
оптимизации определяется по формуле

«о (О

где ’ ,(■'). и (О — перемещение в параллельном направлении конца обо
лочек соответственно постоянной толщины и оптимальном. Считается, что 
объемы рассматриваемых оболочек равны. 11роизводя соответствующие 
вычисления, определяем выигрыш

р ,_______ р У 1 -г R2
| R У 1 4- R2 И: ( -—֊ — 

, о_______________ о_____________
, А I ТТёГ л»

о
Рассмотрим теперь задачу отыскания оптимальной формы меридиана. Рас
пределение толщин А’ (<) будем предполагать заданным. С использованием 
соотношении (2.4). (2.5) и уравнения Эйлера нетрудно получить необхо
димое условие оптимальности (в дифференциальной форме), первый инте
грал которого имеет вид

(2.7)

Константа (> определяется из краевого условия R (/) = R;, a v из изо
периметрического условия. При v 0 оптимальная оболочка представляет 
собой поверхность минимальной площади. Краевая задача решалась чис
ленно. В результате проведенных расчетов показано. что н некотором диа
пазоне параметров существуют дна экстремальных решения. Одно из ре
шений (С > 0) срответствуе! минимуму функционала (2.4), а другое 
(С < 0) — максимуму. 14а фиг. 6 показаны оптимальные очертания обо- 
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лочкн для различных значений параметра V. Кривая I соответствует 
V 0. кривая 2 — V = оо.

Рассмотрим случай, когда управлениями являются как толщина, так 
и радиус оболочки. Выписывая условия экстремума по А и А*. получим и 
данной задаче два соотношения (2.6), (2.7). служащие для определения 
искомых управляющих переменных. Нетрудно заметить, что для распреде
ления толщин Ь (л), удовлетворяющих условию (2.6). уравнение инте
грируется в элементарных функциях

Из (2.8) видно, что форма оболочки зависит только от значений величии
А., /.Константа V определяется из изопериметрического условия. На 

фиг. 7 кривыми I. 2. 3 показано семейство оптимальных форм (А* - А' (<)) 
упругих оболочек соответственно для /?л = 1. / 1 ։։ А.\ 0.1. R/ 1.
R, 10.

ՊՏՏՄԱՆ ԱԱՂԱՆ^ՆԵՐ!’ ՕՊՏԻՄԱԼ ՆԱԽԱԳԾՄԱՆ ПРОГ. ՃԱՐՏԻՐ

(»1ԼՆԻԶՈԻ4 Ն. Վ.. ԿՈ₽ԵԼ1)Վ Վ. Վ.

II. մ փ ււ փ и ւ Ա

Հււղէյաձում ղիտսւր1ր1 ած են պտտման աոաձւքական թաղանթների օսյտի- 
ււայ նախագծման խնղիրներւ Մասսան (նյութի կշիււր. ծաւքալր), կոշւո/էէթ յու- 
նր հ սւմրոէթյունր (լարումների կոնցենտրացիա) ենթաղրւ/ում են տրւքսւծւ

Ր.պա!յսէցւ[աս՝ 4 • '։<' թաղանթների որոշ ղասի սոմար օպտիմւպության 
Հայտանիշ Լ Հանղիսանում ••ավասարամրութւան պայմանրւ
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SOME OPTIMUM DESIGN PROBLEMS FOR THE SHELLS OF 
REVOLUTION

N. V. BANICHUK. V V KOBELEV

Summary

This paper is devoted to the problem of optimum design of the 
elastic shells of revolution. Mess (weight, volume of the material), ri
gidity and strength (stress concentration) are considered as the func
tionals. It was proved that for some class of shells the optimality crité
rium is the equistrength condition.
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