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БАГДОЕВ А. Г.. МОВСИСЯН Л. А.

Получены уравнения модуляций квазимонохроматических изгибных 
волн в нелинейно упругой пластинке с большими прогибами с учетом на­
следственных свойств материала. Последнее учитывается согласно гипоте­
зе Фохта в предположении малости диссипации материала. Изучены во­
просы устойчивости распространения волн. В основу положена классиче- 
екая теория пластин.

Уравнения движения пластинки берем в виде [1]

(Л/ = 1.2)
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где суммирование проводится по повторяющимся индексам.
Связь между компонентами напряжений и деформаций берется не 

]2;. прибавив при этом линейные вязкие члены [3]
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Здесь Л = £/3(1—2v) — модуль объемного сжатия, 
сдвига, у.— коэффициент. характеризующий нелинейность.
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Усилия и моменты выражаются через напряжения обычным обра- 
зом [1 ].
При получении соотношений упругости принимается:

а) в законе упругости 0;
6) пренебрегается нелинейными членами от перемещений .'Л, по­

скольку они при изгибных колебаниях на порядок выше, чем ия;
в) плоская волна распространяется так. что нормаль совпадает с 

осью х, (в нелинейных членах производные по л удерживаются в основ­
ных порядках).

Тогда получим следующие соотношения:

(1.5}
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Подставляя (1.6) в (1.1). получим нелинейные уравнения движения 
пластинки в перемещениях, которые из-за громоздкости нс приводятся. 
Пашей целью является получить из этой системы уравнения для амплиту­
ды и фазы изгибных квазимонохроматичсских волн, поэтому перемещения 
пластинки будем искать в виде разложения Стокса

и, = и°. + С/е^ -Т Су е ‘, / 1, 2

Нд Ае‘ 4֊ Ае

‘ = ах։ 4՜ $х. —

(1.7>
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Вид ( 1.7) обусловлен тем. что перемещения и„ и. при изгибных ко­
лебаниях на порядок выше, чем м, [4]. Здесь -так называемое сред­
нее течение, которое отсутствует, если задачу рассматривать только в фи­
зически нелинейной постановке ( 1], С}, С,, А, А медленно изменяю­
щиеся функции.

Подставляя (1.5) и (1.7) в (1.1). из первых двух уравнений движе­
ния для И®получим

1 —-»с/2а? 1 4-а д ь(1 — <-) д՝и\—‘ — -_______ 1 д____________ ֊  4 а-___| а |2 -  ______ _ !
Ох] 2 Ох] ' 2 ОхгОх2 Р.г։ Е <Н2
14/ д'М оМ 1—уоМ с) Н1-*=) д’м$(1,8)
---------- ------ !___ к __ - д.________ ‘ д. 71։___ I А Iй — -________— __ ?

‘2 Ох3Ох3 Ох] 2 Ох] дха £ ся"

Кроме того, из указанных уравнении также следует, что

4 Л - — ) С, - 7аД։, С. - О
\ 12/

(1.9)

Уравнение для прогиба будет следующим:

V V — /—։ 11/? д о \ _
45 9 (Н ' Ох*дх])
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Для упрощения анализа решения (1.8) рассматриваются два класса 
типичных задач.

I. В задачах стационарной дифракции д!д1 0, д'дхх сле­
довательно, из (1.8) имеем

Ох3 ->«2мг; (1.11)

II. В одномерных но х, задачах [4. 5]

-֊- = О, 
Ох.

д- 
дГ֊ ' С = (2вхк

> Е
(;՝ | 12р (1 — V»)А> /: = 1' ₽ = 0

и из (1.8) получим

4 - О, (1.1'2)

На основании (1.5). (1.7), (1.11) и (1.12) для усилий Т,, и 7',. соот­
ветственно для первого и второго классов задач получим
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Для получения уравнения относительно Д ( 1.7) подставляется я ( 1.10) 
< учетом (1.13) и (1.14). при этом удерживаются производные от А пи 
л только до третьего порядка.

Если решение полученного уравнения искать в виде

1 и՛ — ՛՛՛/ / ;16'ал! Че . »՛։ - ---------
18?

(1.15)

то для комплексной амплитуды ‘Г получим

(И X дк Зр / бхх 2 \ 3
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(1-16)
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здесь

։"() = Схк՜. к ?. '' : —- -;2ЛР/?

Для задач первого класса в уравнении (1.16) вместо 1 надо подста- 
ннть 1 V- и отбросить вторые производные по х, и производную по

Для задач второго класса полагается -3 8 1гкг и отбрасываются 
производные по х...

Чтобы получить уравнения модуляций, следует искать 4՛ в виде
*1 ае'с, где а — амплитуда я <( —фаза волны. Гогда из (1.16) получим

да 
(Н
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(1.17)
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При исследовании устойчивости квазнмонохроматических волн дается 
возмущение основной волны с амплитудой и фазой фф

а = а, (/) -г а', ՛<? = <?0 (?) ֊г ?' (1.18)

Тогда из (1.17) получим

"о<> . х ,. „ _2„/г (— г---- 1‘А; = 0

(1.19)
<)( Зр 0

—— 4 — хо>а-е 0
л лг ”

а для возмущенного движения

да
Ок дХ1 Зр с/х։

>* д՜0' 4- 1 Л,°

՛՝ 1,-к՝ "''а' 1 а Й,<Р1
д։ 6? " дх; 2 ок՞- <)х?

а։ ’■ '= 0 (1.20)

? .г.о оа 1 <71>‘"0 т>2а'

ор 2к дк
ОФ՛ (Ц о^'
-----4֊ а-------- 1-----— о0-------
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Л2^о д'^ 1 °а -

•1 / "2'1' I М-----7л'»аАа е- ~ ОI." и

В (1.20) хотя коэффициенты и зависят от !, однако в силу малости 
диссипации их можно считать медленно меняющимися по длине волны 
возмущения, поэтому решение можно искать в виде

о' = / ехр[/(х'л-։ 4- З'х2 - 2/)1 

= Ф ехр [/(х'х։ Т г'-Ч (1.21)

Из (1.20) и (121) получается следующее дисперсионное уравнение:

?-2Л/.—Л' = 0 (1.22)

где

X I 1?'—° + Й (’Т+(?')’
Ок бр

М = /V = /V, 4֊ /Л՛.

2^4'֊» I к}
|т“ + ^а’й
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Об устойчивости движения будем судить, исходя из (1 22). Движение 
устойчивое, если 1т(2^0. При отсутствии диссипации (р — 0) имеем 
А/ ~ V. = 0 и в адиабатическом приближении условие действительности 
£» имеет место д\я жндкоподобных сред. Для обычных упругих материа­
лен устойчивость будет при такой геометрической нелинейности, при ко­
торой у. > 0.

Болес точное условие устойчивости дает

В силу того, что огибающие являются относительно длинноволновыми 
(л՛, ■< А). неравенство (1.23) выполняется лишь для малых а..

При выполнении (1.23) или при \, -С 0 условие устойчивости и дне- 
сипптионий задаче при удержании первых степенен р дает

11ри обратном знаке неравенства получится условие неустойчивости 
Усиленное условие неустойчивости имеет вид

I *1 12
(1.25)

В силу того, что А, <£ к, из (1.25) МОЖНО получить при 7.' —0 (то 
есть при наличии продольных возмущений) 

что совпадает с ( 1.23). то есть при наличии устойчивости не диссипативных 
волн будет неустойчивым волновое движение диссипативной задачи.

Рассмотрим теперь случаи, когда ( 1.23) не выполняется, то есть 
V > 0. Условие устойчивости в диссипативной задаче 1։п‘2 0

л\ (1.27)

что для малых р не выполняется, то есть снова волна будет неустойчивой 
Рассматриваемые условия имеют место при а' Ф 0. При а' ֊ 0, то 

есть для поперечных возмущений, полны устойчивы. если выполняется 
(123).

I аким образом, для чисто поперечных возмущений условие устойчи­
вости диссипативных и недиссипативных воли одинаковы

Исследование устойчивости стационарных ноли ('> О/ п<
называет, что движение всегда неустойчивое.
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/Հ/<ժ եկղսւծ բներով ոչ ւյծային նյութիր սայի համար րուրս են բերվում 
բվաղիմոնո իէրոմ шт իկ ծռման ալիքների մ էէ էլո։ լա րիաների Հ ավա и ար ումն ե րր • 
Գիսիպարիան հաշվի Հ առնվում Ֆոխտի վարկածի համաձայն։ Հիմքում 
դրվում Լ и այ երի լյա սա կան տես ութ յունր ։

11ւոո։մնէԱսիր։[ած են ալիքների տարածման կայունության պա լմաններր> 
երկայնական րրւյոումների ալի բների Համար սա արվում Լ, որ էյիս իպ ա у ի ա յի 
առկայության դեպքում միշտ տեղի ունի անկա յունութ յուն, իսկ լայնական 
կայունության պայմանները դիէէիպարիայի աոկայռ։թյան h բարակա (Ոէթքան 
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ON THE QUESTION OF STABILITY OF PROPAGATION OF 
NONLINEAR WAVES IN THE VISCOELASTIC PLATE

A. G. BAGDOEV. L. A. MOVSISIAN

Summary

The modulation equations for quasi-monochromatic bending waves 
in the plate from nonlinear elastic material with large flexures are deri­
ved. The dissipation is taken into account according to Voigt’s hypo­
thesis. The classical theory of plates is at it’s foundation.

The stability conditions of wave propagation are studied. For lon­
gitudinal wave disturbance it becomes clear that in the presence of 
dissipation instability always exists and the transversal stability con­
ditions in the presence or absence of dissipation are the same.
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