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Многие задачи, касающиеся расчета стержневых и рамных конструк
ций, проектирования горно-технических сооружений, изучения разрушения 
яри распространении трещин и в условиях стесненной пластичности. тре
буют рассмотрения зависимостей между кинематическими и силовыми ве
личинами, диаграммы которых имеют наряду с восстающими падающие 
участки. Последние называются участками разупрочнения. Они могут опи
сывать свойства элементарного объема [' 4|. свойства конечного элемен
та конструкции или расчетной схемы [I. 5—8], а также условия взаимо
действия на соприкасающихся поверхностях трещин [9—11], блоков [ 12 | 
или тела и нагружающего устройства [13].

Разупрочнение само по себе не обязательно свидетельствует о неустой
чивости. Однако, при некоторых критических сочетаниях внешних я вну
тренних параметров системы оно приводит к физическим эффектам, вос
принимаемым как динамические, нередко катастрофические явления. К их 
числу относятся разрушения конструкций при больших запасах упругой 
энергии, горные удары, землетрясения и др. Пос троение теории устойчи
вости, адекватно описывающей подобные эффекты и позволяющей нахо
дить критические сочетания параметров, представляв1 актуальную задачу 
Ее решение продвинуто, в основном, в направлении учета разупрочнения, 
относящегося к свойствам элементов среды (конструкций) [5—8. 14—18]. 
Не меньшее значение имеет и разработка теории для случаев, когда падаю
щие участки имеются на диаграммах, описывающих взаимодействие на гра
ницах трещин, блоков или те ха и нагружающего устройства. Хотя к это
му направлению примыкает ряд изученных задач теории трещин [9 1 1, 
19—21], общая теория потери устойчивое։и, которая учитывала бы па
дающие участки на диаграммах, описывающих условия на границах, от
сутствует Данная работа имеет целью на основе развития результатов дли 
разу проч няющихся элементов дать теорию устойчивости, включающую 
сложные взаимодействия на границах сопрнкающихся тел.

1. Изучение устойчивости требует определения этого понятия Для 
разных классов задач определения могут быть различными. Применитель
но к задачам, связанным с разупрочняющимися элементами, предложены 
дна определения [14, 17].

Одно из них [ 14 | использует постулат Друкера и характеризует устой
чивое состояние как такое, для которого сумма работ приращений внешних 
сил на отвечающих им приращениях (скоростях) смещений положитель-

Ниже термины "приращение и »скорость» используются как эквивалентные. 
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на. Это определение требует, чтобы при варьировании граничных условии 
во всем объеме тела удовлетворялась полная система уравнений (равнове
сия, совместности и закона деформирования).

Согласно второму определению [17], в отличие от первого, варьиру
ются не граничные значения, а поле смещений внутри рассматриваемого 
объема. Состояние считается устойчивым, если для любых возможных при
ращений смещений приращение работы внешних сил меньше приращения 
внутренней энергии. 11ри этом возможными считаются смещения не толь
ко не нарушающие заданных условий на границах тела, во и дающие вну
тренние усилия, удовлетворяющие статическим уравнениям равновесия :• 
области разупрочнения.

2. Полезно сопоставить следствия этих определений, поскольку они. 
очевидно, нс эквивалентны. Первое из них подразумевает, что решение, от
вечающее малым приращениям внешних сил, существует, что делает в из
вестной мере проблематичным его непосредственное использование в слу 
чаях, когда близкое смежное состояние равновесия отсутствует и решение 
испытывает конечны։։ скачок. Второе определение включает эту возмож
ность. Иллюстрацией может служить рассмотренный в [ 18J пример сжа
тия двух стержней, последовательно соединенных между собой, на жесткой 
машине. Однако, отмеченное ограничение на применимость первого опре
деления не сказывается при использовании вытекающего из него достаточ 
лого условия устойчивости, формулируемого следующим образом (14].

Пусть в объеме 1 имеется область V необратимых деформаций (։: 

частности, разупрочнения). Скоростям необратимых деформаций 
согласно определяющим уравнениям среды отвечают скорости напряжении 

з,-/. В общем случае г/, не удовлетворяют в V уравнениям совместности. 
Они могут рассматриваться как дисторсии. Решая задачу теории упруго

сти при заданных дисторсиях и фиксированных граничных условиях . 

получим самоуравковешенное иоле скоростей напряжений Тогда, как 
показано в [14], достаточным условием устойчи ст и является

4>о (2.1)
где

/,=j (=<,֊ v (2.2)

по повторяющемуся ген.чорнолщ индексу, как обычно, подразумевается 
суммирование.

Если под в (2.1), (2.2) понимать произвольное иоле, то оно не 
обязательно удовлетворяет требованиям определения, принятого в [ 14].

Неизменность граничных условий здесь и ниже означает, что приращения (ско
рости) напряжений и смещений нс изменяют их. Например, на частях, где заданы сме
шения. скорости смещений должны обращаться в нуль; на участках Гранины с фикси
рованными напряжениями скорости последних раины нулю.



гак как и общем случае ему может не соответствовать решение задачи для 
некоторых приращений внешних сил. 11оэтому следует ожидать, что при 

произвольных =?/ необходимое условие неустойчивости /, ^ 0 охваты
вает и потерю устойчивости в форме скачка. Доказательство этого положе
ния можно получить, отправляясь от второго определения, предусматри
вающего возможность скачков. Согласно [ 17] из этого определения вы- 
.екает следующее необходимое и достаточное условие неустойчивости:

/» > о (2.3)
где

/.= (*(%„ ֊’.,, ) «Л* (М
Л.

5’.. граница, отделяющая объем И2 от области упругих деформаций 
И։; и. скорость смещений; ой..,—предельные значения скоростей напря

жений з//2, получаемых п результате решения задачи для объема Г': 

при заданных на скоростях и. и неизменных граничных условиях 

на остальной части поверхности объема И,; — аналогичные зна
чения, получаемые при решении задачи для области упругих дефор
мации Ир нормаль к считается внешней по отношению к (внут
ренней относительно к’г). Если существуют такие скорости и., для 
которых выполняется (2.3), то исследуемое состояние равновесия не
устойчиво. Условие (2.3) включает и потерю устойчивости в форме 
скачка, поскольку в общем случае 'п;2=г= з„,։ , то есть скорости напря
жений на 5$ могут испытывать разрыв.

Пусть полю и. в V.. соответствуют скорости необратимых де

формаций Их можно рассматривать как дисторсии в части С. 
объема V. Тогда решение задачи для V при дисторсии Т; и фиксиро
ванных граничных условиях па границе тела Л' дает самоуранновешек- 

* б’ные скорости напряжений -'ц и отвечающие им скорости деформа- 
ции определяемые по линейными соотношениями закона I ука. 
Сумма удовлетворяет уравнениям совместности, то есть ей в
И отвечает поле и? '՝. Оно не совпадает с полем и в И. и на 5*. 
Поэтому разность

II; — II,- — Ц? '' (2.5)

в общем случае нулю нс равна. Согласно (2.5) решение о.;| в упру

гом объеме 1/х при заданных на 5* скоростях и. представляется сум- 

мой поля 5/; и поля з/у, получаемого при решении задачи для 
при заданных на 5* скоростях п;. Тогда на

зП1! ■= 0|'н -г $6 (2-6)
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В упругом объеме полю соответствуют деформации полу
чаемые по закону Гука. Подстановка (2.6) в (2.4) дает

/= у[олЛ-(^4֊^)]^5

и после преобразования интеграла по 5* в объемные интегралы (с 
учетом выбранного направления нормали и определений зЛ1, ) 
функционал / принимает вид

/•-= .г^)' (2.7)
V. и.

Интеграл

4 - - I =/,. ^<7 Г 
9 '

■ / ■ а՛ ՛ 6՛ ՛ / I? г-и силу соотношения = е։/-= зг? г;-,., выполняющегося в и։, преобра- 

зуется в интеграл ио поверхности .4 — о'«, «/</£, который в свою

5.
очередь преобразуется в интеграл по объему И։ после использования 
(2.5)

Л- Я 4- ^)1 </И (2.8)

и, 

Теперь можно учесть, что упругая деформация г<, связана с 
о,;2 законом Гука. Тогда, поскольку скорости С; связаны этим же 

законом с з/., справедливо равенство з-‘/ з,-,;. Отсюда

[2//- (£;у 4֊ $)] = (з172 - =5) $ (2.9)

и (2.8) можно закисать в виде

Л = 
•/ и.

Представляя в (2.7) в виде суммы упругой и необратимой 
частей, - =*; 4 I՞/, и подставляя полученное выражение для Л, 
имеем 

7=-^-^ (2.10)

где

с, = (С(2.11) 

И г,
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/։ выражается формулой (2.2), причем смысл величин о,,2 в (2.10) н 
о,-/ в (2.2) совпадает.

Величина С\ является неотрицательной, так как связь ?'>) с $՝!, и 
с £//—£,•/ выражается законом Гука. Поэтому для того, что

бы выполнялось неравенство />0, необходимо, чтобы было /։<0. 
Таким образом, действительно, условие /х-^0, полученное в [14], яв
ляется необходимым условием потери устойчивости и в тех случаях, 
когда устойчивость теряется в форме скачка. Заметим, однако, что 
в (2.10) поле не вполне произвольно — оно порождается некото
рыми скоростями и։. на S*. По-видимому, это ограничение следует 
иметь в виду при использовании функционала (2.2).

3. Равенство (2.10) позволяет получить еще одно необходимое уело 
вне неустойчивости, удобное в приложениях. Для этого введем н V՜, поля 

у •/ ՛/ 2ин, £;.п, которые компенсируют различие в скоростях напряжения 
и Они отличаются от введенных в предыдущем пункте полей 
(ff Jи,. Б»> 3/,, которые компенсировали различие в скоростях смещении

•\’-р гт V V '(iii и и, . Поля «п, 'ij\ решают задачу теории упругости для 
объема Kj при заданных на S.- скоростях Опц — и неизменных
условиях на остальной части границы Ир Тогда скорости смещений 
и,։= ид 4՜ а? соответствуют на S* скорости напряжений

= 8л.2 = s/л 4֊ ’.;т; (3.1)

Составим выражение

4 dv . 2(о,,,֊ =,5) ֊ tyuv

>'» h

Оно отличается от / неотрицательными слагаемыми. Поэтому, если 
/ < 0, то и / <С 0. Отсюда отрицательность является достаточным усло
вием устойчивости. Использование (2.10). (2.11). (2.2) даст

4 = \ 37/ts//i^H4- (з,,т - з,Л; ) (֊о — £р) dV J (-ip z't^^.dV 

V, уг V.

С учетом того, что Cj - — (чу £.yb из (2.9) следует

4 = ( I ( ~ : z.'tj)}dV — | (-.72 — <\) (2,’> | ej)r/k

V, Г, IA
Преобразование объемных интегралов я поверхностные с учетом 

(3 1) приводит к виду

4= i %, (։л р— т՝} dS֊\- н? ' dS

s, S, л;.
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и, поскольку в 1/'1 выполняются равенства <3,72,7», м‘'*₽ и' —
= и,ь получаем окончательное выражение

/։= Г =..(йл—и„)</5 (3.2)

5.

Здесь для единообразия обозначено иц՜- и;. Достаточным условием 
устойчивости, как отмечалось, является Л 0. Необходимое условие 
неустойчивости имеет вид /2 > 0.

Величины, входящие н формулу (3.2) для в соответствии с приня
тыми соглашениями имеют следующий простой механический смысл: 

сП( произвольное поле скоростей напряжений на поверхности 5.., 
отделяющей зону необратимых деформаций |/2 от упругой области И։; 
иц — скорости смещений, получаемые в результате решения задачи 
для И։ при заданных на 5* скоростях о„, и неизменных прочих усло
виях вне 5*; н,? — скорости смещений, получаемые в аналогичной за
даче для И,.

4. В случаях, когда падающие диаграммы описывают нс поведение 
элемента среды» а граничные условия или взаимодействие на соприкасаю
щихся поверхностях, схема анализа устойчивости, использованная в [ 171. 
։< описанные выше результаты допускают естественное обобщение. Доста
точно принять ио внимание, что диаграммы для граничных значении ве
личин идеализируют реальные условия передачи усилий через нагружаю
щие элементы конечных размеров. Точно такай՛ диаграммы, описывающие 
взаимодействие соприкасающихся поверхностей, фактически отражают про
цессы. происходящие в реальных малых, по конечных, неровностях и при
лежащих к ним приповерхностных слоях. 1 огда упомянутые элементы, не
ровности и гонкие слон можно считать объемом V,. в котором происходи, 
разупрочнение, и перейти к пределу, устремив его толщину к нулю. 
Разумеется, аналогичную операцию можно выполнить и в случае, когда 
процессы носят обратимый характер.

В результате все приведенные условия и выражения остаются приме
нимыми с очевидными изменениями в трактовке входящих п них членов. 
А именно, поскольку поверхность 5.. может теперь рассматриваться как 
совокупность сколь-угодно близких друг к другу поверхностей и - 
с противоположными направлениями нормален в смежных точках, скорости 

на и зп/» на -՛՛ равны по величине и противоположны но знаку. 
Точно также зп<7 — — о„,2. Тогда, считая для определенности поверх
ность совпадающей с имеем

1— (опо 5лд)Д«4-</Л (4.1)

где Ди, — и,- и,; величины без штрихов относятся к поверхности
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- — -’. В случае, когда — внешняя граница тела, на которой задана 
зависимость напряжений от смещений, поверхность - ' считается зак
репленной, то есть щ 0. Для соприкасающихся шероховатых поверх
ностей и,— скорость смещения поверхности, ограничивающей объем, 

•Л*
по отношению к которому нормаль является внешней; и,- — скорость 
смещения соприкасающейся поверхности: Ьи, разность этих величии 
(скорость взаимных смещений соприкасающихся поверхностей). 
При разупрочнении на контакте “пг2 0*. Зависимость з,,,« (Дц,) 
отражается диаграммой взаимодействия поверхностей [12].

Использование (4.1) предполагает задание произвольных Ди., оп
ределение з„,֊> непосредственно ио диаграмме взаимодействия, под
счет 5,„1 путем решения соответствующей задачи при заданных раз
рывах Ди/ на - и неизменных условиях вне ֊, вычисление интеграла / 
по (4.1) и определение его знака. Если /<^0 для любых Ди, , то со
стояние устойчиво. В противном случае оно неустойчиво.

Точно также выражение для А приводится к виду

А = ’л/ ( Дп,1—Ди,'2)(/5'

где зл,- — произвольные скорости напряжений на Ди/з — отвечающие 
~л/ скорости взаимных смещений поверхностей, определяемые по диа
грамме их взаимодействия; Ди,, -скорости взаимных смещений, полу
чаемые в результате решения соответствующей задачи при заданных 
па скоростях напряжений зп/, на ֊՛՛ скоростях напряжений — зл,- 
(нормаль направлена от к -*) и неизменных условиях вне ֊. Как 
и в предыдущем пункте, если для любого поля функционал /, от
рицателен, то состояние устойчиво. Выполнение условия /2 > 0 яв
ляется необходимым условием неустойчивости.

При упрочнении на контактах Ди,-< 0. Тогда, поскольку при 
обычных в теории упругости условиях на внешних границах интеграл 
по - от з„/’Аи/ положителен в силу положительной определенности 
потенциала скоростей деформаций, из (4.1) следует, что / < 0, то 
есть состояние равновесия устойчиво в смысле принятого определе
ния. Отсюда вытекает, что в важном частном случае упрочнения на 
контактах, когда векторы скоростей проскальзывания ( Ли- ) и каса
тельного напряжения (з<) сонаправлены (- Дм.оя^>О), а нормальные 
смещения непрерывны (Аи„ 01, имеет место устойчивость. Этот ре-

В дальнейшем для краткости формулировок обсуждается лишь случай взлнмо- 
дейстауюшнх шероховатых поверхностей. Вес заключения остаются в силе и для уч.кт 
коз внешних границ, на которых задана связь напряжений и смешений, причем на ни» 

к соответствии со сделанным замечанием следует считать и,- 0. то есть =и^ . 
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зультат сохраняется также при ±и„ =/-О, если вектор скоростей нор
мальных смещений { Ан„) сонаправлен вектору скоростей нормаль
ных напряжений ~п (—Дип?яз 0). При линейной связи за/2 =՜ ацЬм ։ 
н отрицательно определенной матрице с коэффициентами а,] те же 
соображения, которые приводят к неравенству /<0, будучи исполь
зованы для разности решений, свидетельствуют о единственности 
решения соответствующей задачи теории упругости. Если указанная 
связь относится к внешней границе, то легко устанавливается и тео
рема существования решения [22].

5. Нетрудно получить условие неустойчивости в большом, если повто
рить рассуждения, приводящие к (4.1), исходя из схемы для этого случая, 
использованной в [17]. Это условие для конечных приращений на контак
тирующих поверхностях имеет вид

— ДЭ>Р</5 (5.1)

где— \Э—освобождаемая энергия, равная взятому со знаком минус из
менению потенциальной энергии; из рассуждений, приведенных в [17], 
следует равенство

ДЭ- — , \ 31։,{ ) |</5

1 Цо

де —поглощение энергии на единице поверхности определяемое по ՛ 
грамме взаимодействия поверхностей;

Ди.

// - — ( =л,1'г/(Ди,)

*»Я)

Дфо- разность смещений соприкасающихся вдоль - поверхностей в иссле
дуемом состоянии равновесия: \<о — разность смещений соприкасающих
ся вдоль - поверхностей, получаемая добавлением к Дид» произвольных 
приращений.

Использование (5.1) упрощает оценки устойчивости, особенно в слу

чаях, когда \п, принимает значение, отвечающее переходу к остаточному 
сцеплению на контактах. 1 огда начальное А//г„ и конечное Ам значения 
разности смещении на 1 оказываются фиксированными, и в каждой точке 
- можно по диаграммам взаимодействия поверхностей выбрать путь пере
хода от Лн.„ к А.՛.՛, таким образом, чтобы значение было минимальным. 
Минимальным окажется и значение правой части (5.1). Левая же часть 
(5.1) для упругой среды не зависит от пути перехода и .может быть най
дена методами теории упругости. В частности, если в линейно упругой сре
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де совершается переход от полного сцепления на контактах к такому со
стоянию. что составляющие усилий, отвечающие разрывным компонентам 
смещений, обращаются в нуль (например, происходит проскальзывание 
с обращением в нуль касательных напряжений на -), то

ДЭ---- ֊^л/0Ди,.</5 (5.2)

Здесь сп,.| — напряжения в исходном состоянии полного сцепления; 
Ди,- — разности смещений и: и и. соприкасающихся поверхностей и 
֊' в конечном состоянии (Ди,- п,); нормаль, как и выше, считается
направленной от ֊' к Формула (5.2) позволяет легко подсчитать 
приток энергии при рассмотрении проскальзывания на контактах 
слоев — достаточно решить две задачи теории упругости (при полном 
сцеплении и гладком контакте).

Рассмотрение перехода от полного сцепления к полному проскальзы
ванию рельефно обнаруживает общую важную особенность задач о потере 
устойчивости из-за разупрочнения на контактах- наличие сильного мас
штабного эффекта, если контактные условия остаются неизменными. Дей
ствительно, с пропорциональным ростом всех размеров напряжения оста
ются неизменными, а —ЛЭ согласно (5.2) увеличивается пропорциональ
но кубу характерного размера. Поскольку значения £ при неизменных 
диаграммах взаимодействия не изменяются, правая часть (5.1) увеличи
вается пропорционально квадрату характерного размера ՛. Поэтому с уве- 
хичением линейного масштаба неизбежно достигается критический размер, 
при котором происходит потеря устойчивости при разупрочнении. Заме
тим, однако, что. хотя общая выделяющаяся энергия увеличивается, энер
гия. рассчитанная на единицу объема, остается неизменной. Наличие силь
ного масштабного эффекта в связи с рассмотрением устойчивости глиня
ных откосов отмечалась я | 111.

В (5.1) можно принять § минимальным значением Тогда полу
чается необходимое условие неустойчивости в большом

-ДЭ/Д5>^ (5.3)

где \5 — площадь поверхности 1. Если площадь Л5 мала ио сравнению 
с характерными размерами, то (5.3) принимает вид условия неустойчиво
сти Гриффитса а*.

6. Задачи, связанные с разупрочнением сплошной среды, редко реша
ются в замкнутой форме и требуют применения численных методов. По
следние зачастую приводят к разбиению границы на конечное число участ
ков и замене континуума граничных значении скоростей напряжений и 

смещений дискретной системой обобщенных скоростей усилии Ри сме

щений Д//։ в Ш узловых точках (здесь и ниже используются векторные

Для плоской задачи —ДЭ растет пропорционально квадрату, а np.ui.ui часть 
(5.1)- первой степени характерного размера.
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обозначения; индекс а относится к номеру узла на границе; а — 1,.... т). 
Подобная дискретизация имеет, например, место при использовании мето
да конечных элементов и основных вариантов метода граничных интеграль
ных уравнений.

Для каждого из узлов связь величин Р^ и характеризую
щая свойства контакта, непосредственно следует из зависимости между 

и А«/. Связь Р,\ и АдеЭ1 получается в результате решения задачи 
для рассматриваемого объема V* Тогда равенства Р,г--Р։\, Дна?— 
— Д//н дают конечную систему уравнений для нахождения приближен
ного решения исходной задачи при заданных скоростях внешних сил 
или смещений границы.

Остановимся, прежде всего, на зависимости Дца>(Р։2) для узла а. 
В достаточно общем случае она, как и исходная зависимость Ди2(а„2) 
может быть выражена соотношением вида [6]

-Д«а2= у (6.1)
4-1

где первый член в правой части отвечает обратимой (упругой) состав
ляющей скорости смещений; В, — положительно определенная матрица 
упругих податливостей; второй член характеризует необратимые ско
рости смещений; К,* — вектор, который определяет направление тече
ния, соответствующее Хг-той моде течения; множитель, отвечаю
щий Хг-той моде; поскольку направление течения определено вектором 
Г ь, можно считать, что > 0; Дп5?, Рл, —векторы-столбцы.

При использовании соотношений типа (6.1) предполагается, что 
определяющие соотношения для контактных условий в узле г пред
ставляются в пространстве обобщенных усилий Р-ч кусочно гладкой 
поверхностью нагружения, которая является совокупностью ЛГ глад
ких поверхностей 0 (.<• — 1,..., М). Знак функций всегда 
можно выбрать так, чтобы упругая область, отвечающая достигнуто
му состоянию, в пространстве Р,з занимала область, в которой 
(/:==!,..„ М\. Число мод п определяется числом поверхностей фяД-0, 
которые пересекаются в достигнутой точке поверхности нагружения 
(если эта точка не является точкой пересечения, то п 1). Вектор- 
столбец внешней нормали к ? к - 0 обозначается А'в*. Каждый из век
торов И»; также связан с поверхностью <р։Л — 0 и считается направ

ленным вне упругой области, то есть > 0 (верхняя звездочка
здесь и ниже означает транспонирование). При ассоциированном за
коне течения К*. — М-л ֊ течение происходит ио нормали к поверх
ности — 0 вне упругой области. Тот факт, что в общем случае 
каждая из функций ?и*(Р.г) содержит параметры, зависящие от всех 
активированных мод, может быть выражен равенством [6]

5 Известия А1 I Армянской ССР. Механика, № I
6.>



А»? — V (Х'=1,... , л) (6.2)
/—1

где Нлщ коэффициенты квадратной п X л матрицы, характеризую* 
щие влияние на 1-тую поверхность ©в1 0 моды течения у, связанной

с поверхностью э։/=0; при упрочнении на контактах //, —неотрица
тельно определенная матрица; при разупрочнении диагональные члены 
отрицательны, чему соответствует перемещение поверхности нагру
жения внутрь упругом зоны в пространстве Р ?.

Соотношения (6.1), (6.2) линейны. Однако, зависимость между 
<р... и /.* нелинейна: = 0 (к = 1,..., п). Это соотношение выражает
тот факт, что, если пластическое течение ко моде к не происходит, 
то >4 = 0, а, если оно имеет место, то изображающая точка остается 
на поверхности з-л|г = 0 в процессе течения (?.А *0).

Вводя векторы л։ — [Ха... 1 .Л], [<? .г.•??,„] и матрицы Л\
= [Л^1.-.М»п], У? ~ Ид,,], предыдущие соотношения можно запи
сать в виде

— Дл.2= В1Р->2 ՛ Иал3

//X, х,>֊о, о, о

Для системы всех т узлов можно ввести векторы ли: — [Д//։а...
Р?~ (Р12...Р.-Ч2] и матрицы

И - о >
 

• . 55 О
 

и 

. О 
о

; И-

Ух 0 ... 0
0 К... 0

Л\ 0 ... 0
0 Л....0 : Н

Нх 0 ... 0
0 //г.. 0

0 0 ... 0 0 ... И,, 0 0 ... 0 0 ... н,

Тогда обобщенная зависимость скоростей узловых смещении от скоростей 
узловых сил на поверхности взаимодействия выражается соотношениями

֊ Хи^ВРг -г У'л

?=Х*Р2—//}., Х>0, ?<0. (6.3)

У равнения вида (6.3), содержащие среди неизвестных некто}) Л, 
подробно изучены при задании вектора или Д//2 15, 23, 24]. Однако 
в (6.3) эти величины заранее неизвестны. Они могут быть найдены 
только после присоединения дополнительных соотношений, получаю
щихся из решения задачи для объема V. При заданных вне поверхности 
нзаимодействия ֊ граничных условиях и произвольном векторе ско
ростей узловых усилий Р, па решая дискретизированную задачу 
для I ', получаем зависимость

Д«։=ДР։-Д(/ (6.4)
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где А и А 47 —матрица и вектор, зависящие только от координат 
узловых точек на - и условий задачи вне поверхности ֊. Для ли
нейно-упругой среды матрица А в большинстве случаев задания усло
вий вне - является положительно определенной. Поскольку должно 
быть - Р.^—Р, ^и1 — (6.3), (6.4) дают окончательную систему

ьи-^г'р 4- ИХ
®=Л'*Р— //л, X > 0, ?*Х = 0 (6.5)

где Л' А -}- Б - симметричная положительно определенная .матрица.
Система уравнений (6.5) относительно Р и X аналогична ио виду (6.3). 

но в отличие от (6.3) в ней роль обобщенных скоростей смещений нграе։ 

известный вектор Д(/. Это позволяет очевидным образом распространить 
все важные заключения работ [5. 23. 24], касающиеся устойчивости и свя
зи с квадратичным программированием, на рассматриваемые в этом пунк
те задачи, которые получаются при дискретизации поверхности взаимо
действия и переходе к обобщенным узловым усилиям и смещениям. I 1г 
останавливаясь на этол։, обратимся к другому аспекту дискретизации. 
А именно, используя результаты теории квадратичного программирова
ния, можно сравнить дискретный аналог условия неустойчивости (2.3) с 
условиями разрешимости соответствующих математических задач.

7. Для определенности рассмотрим дискретизированную систему (6.5) 
предыдущего пункта при ассоциированном течении ( И — А՛ ). Решая пер

вое из уравнений (6.5) относительно Р и подставляя в выражение для $, 
можно записать систему (6.5) в несколько более удобном для последующе
го анализа виде

-ф = /)Х-^5Д4/, -?>0, Х>0, х=0 (7.1)

где р = Н I- А'*5.У.
По определению (4.1) функционал / в рассматриваемом дискрет

ном случае равен (/<— />Х)'А«. Выражение для него получается из 
(6.3), (6.4) при Айх -Д//2=Д«., А 47 =0. Оно имеет вид

А R
(7.2)

А В

причем по одному из условий (7.1) X 0.
Согласно теории квадратичного программирования положительной 

определенности матрицы Р необходимо и достаточно, чтобы задача (7 1) 

имела единственное решение при любом (например, [25]). В силу по
ложительной определенности А и Б из (7.2) следует, что этого условия 
достаточно также для отрицательной определенности функционала /. Та
ким образом, однозначной разрешимости задачи (7.1) достаточно, чтобы 
функционал / был отрицательно определенным и. тем самым, гарантиро
валась устойчивость в смысле определения | 17].
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Можно доказать и в известном смысле обратное утверждение, касаю
щееся необходимого условия. Если при некотором не равном нулю неотри

цательном векторе Х։ выполняется неравенство

м1)'^ < 0 (7.3>

о существует такое Дн, что 7^0, то есть имеет место неустойчивость в 
смысле определения [17].

Это утверждение в соответствии с существом рассматриваемо!։ пробле
мы ниже доказывается при условии, что матрица 77 р Л7*/7 '/V положи
тельно определенная (противоположному случаю отвечает, так называе
мое, закритическое разупрочнение элементов механической системы, а на 
практике происходит их саморазрушение).

Доказательство основано на другом выражении для /, легко следую
щем из (6.3). (6.4) при

Аи։ — Аи։= А//, АТ/ - О

7 Дл*(Л-1 7Г։)ЛЙ4֊Г(А/4֊Л/‘Я )Х (7.4)

При этом из (6.3) вытекает, что входящий в (7.4) вектор X является ре
шением задачи

© (/•/+ НЧГ՝ ,¥)Х ։Ап, —?>0, Х>0, ?*Х =0 (7.5)

Из положительной определенности матрицы 7/ - сле
дует, что к (7.5) применима теорема Куна-Таккера. Согласно этой 
теореме [25] вектор X является решением задачи

шах {Чг- ;х*(774-/Ук7> 1 .¥)•!-2»1*Л' 77՜’Ап | р 0,

причем, если р X решение, то шах Ф — '1'0 X * (Н ՛ .V )Х . 
Тогда представление (7.4) в виде / = Ап 4/4 ’֊Р 77 1) А и 4֊ и за
мена на заведомо не большее значение, равное 'Г при произволь
ном неотрицательном дает

/> -Ап*(Д 14֊/?’։)Ап-1х*(//4-^7? 1.\>Л-2-1-Лг*Ь։-’Ап;. о (7.6)

Вектор А// произволен. Поэтому можно» например, при любом 
р > 0 положить Д« = — ЛА’Л'р. Тогда из (7.6) следует /$>—р*/)р, и, 
взяв в качестве »1 вектор Х1։ фигурирующий н условии теоремы, по
лучаем />--Х|/>Х։ что с учетом (7.3) лает доказываемое неравен
ство 7 0.

Особое место занимает случай, когда матрица 7) не является 
положительно определенной, но (7.3) выполняется только на таких 
векторах Х։, которые не удовлетворяют условию Хх >0. Функционал 7 
при этом согласно (7.2) отрицателен. Однако, единственное решение
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(7.1) существует не при любом ՃՍ. Пример задачи с системой (7.1), 
включающий такой случай, рассмотрен и [26]. Оказывается, что ре
шение существует при любых внешних воздействиях Д Ս, но при не
которых из них оно теряет единственность, испытывая разве твление, 
причем однородная задача не имеет отличных от нуля решений и 
малым Ճ.Ս на каждой ветви отвечают малые X, փ, Р. Согласно крите 
риям работ [14, 17] ситуация устойчива. По-види.мому, такая ее оценка 
отвечает реальности, поскольку энергия не выделяет ся, деформиро
вание требует ее притока извне и па практике без динамических эф
фектов осуществляется та ветвь, для которой затраты внешней энер
гии минимальны.

1|ՕՈ1>Ն1114*:էԱՆ loVhH'C ԱՄՐԱՊՆԴՄԱՆ ՎԵՐԱՑՄԱՆ ՀԱՇՎԱՌՈՒՄՈՎ

Ա. 1Г. Լէ՚ՆԿՈՎ

Ա մ փ и փ ու մ

Ամ րապնդում ր կորցնող է[եմ ենւոներ պարոլնակոդ միջավ այրերի համար 
ուսումնասիրվել են հայտնի և ստացվել են նոր կայունության բավարար 
պա լմանները։ Տրվել է արս։ արին սահմանի և շփվող միջավայրերի կոնտակտի 
վրա ամրապնդման վերացման հետ կապված խնդիրների համար տեսության 
ընդհանրացում ր։

ճույց Լ արված, որ հ ամ ա ղդե ցո։ թ յսւն մակերևույթի դիսկրետ էլեմենտ
ների արւրհման դեսլրում խնդիրը կարոդ է բերվել րս։ոս/կուստյին ծրագրավոր- 
մ ան (Р, ÏJ J հայտնի խնդրինւ Սահմանվել Լ ֆիզիկական անկայունության 
հայտանիշի կապը PU խնդրի լուծելիութ յան պա յմ անների հետ։ Աշխատանրի 
արդյունքները աոարս րկվում է սդտադործել ափերի փ ո խա ղդե ցութ յո։ննե ր։։վ 
ճարերի տարածման) մեձաղյուս լեռնտեսսէկների դանդվածների կայունու
թյուն, թանային հարվածների ե երկրաշարմերի ու и ու մնա и ի ր ո։ թ յ ան ժամա
նակ,

THE PROBLEM OF STABILITY WITH ALLOWANCE 
FOR SOFTENING

Л. M. LINKOV

Summary

The known sufficient conditions of stability for the media contai
ning softening elements are investigated and new ones are developed. 
The theory is generalized for the problems concerning softening on the 
contacts of the bodies and on their exterior boundaries. It is shown 
that by dividing the contact surface on dis-'.rete elements the problem 
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may be reduced to the known one in the theory of quadratic program
ming (QP). The connection between the physical stability and solubility 
conditions for the problem of QP is stated. The results are supposed 
to be applied in the following fields: the growth of cracks with inter
acting surfaces, the stability of the rock massif consisting of the system 
of blocks, the mechanics of rock bursts and earthquakes.
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