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Исследуется динамика взаимодействия тонкой цилиндрической обо
лочки с идеальной сжимаемой жидкостью. Рассматриваются следующие 
задачи:

1) задача о вынужденных колебаниях оболочки конечной длины, за
щемленной в бесконечном цилиндрическом экране и помещенной в беско
нечную акустическую среду;

2) задача о вынужденных колебаниях оболочки конечной длины, за
щемленной в бесконечном цилиндрическом экране и содержащей внутри 
себя жидкости:

3) задача о вынужденных колебаниях оболочки конечной длины без 
доньев, помещенной в бесконечную акустическую среду.

Указанные задачи с помощью интегрального преобразования Фурье 
сведены а) к интегро-дифференциальным уравнениям относительно ком
плексной амплитуды прогиба оболочки (задачи I и 2). б) к системе диф
ференциального интегрального уравнения относительно амплитуды про
гиба оболочки и контактного давления на ее поверхности (задача 3) Да
лее, в отличие от известных методов | I -3] решения подобных задач, в 
работе предлагается единый подход, основанным на использовании мето
да специальных [4—5] и классических [6—7] ортогональных многочле
нов. Это позволило достаточно просто получить эффективные формулы 
для определения комплексной амплитуды прогиба оболочки, потенциала 
скорости и функции направленности. Для задачи 3). которая является за
дачек со смешанными краевыми условиями, такие результаты, по-видимо- 
му, получены впервые. Рассмотрены некоторые числовые примеры.

1. Постановка задач. Уравнение осесимметричных гармонических из- 
гибных колебаний тонкой упругой цилиндрической оболочки относительно 
комплексной амплитуды прогиба К7 имеет следующий вид [8]:

£>1Гп'(х)4- ПГ"(х)4-(— -рЛиг) 1Г<л)= ± р(х) Т д(х) (1.1) 
\ а ՛ /

Здесь 2? — А7?/( 12 (1 — •/-) 1, Е, ч — упругие постоянные, А, о — тол
щина и радиус оболочки, р плотность материала оболочки, <՛> ча
стота колебаний, 7' сжимающее (растягивающее) усилие, действую
щее вдоль оси х, р давление жидкости на оболочку, <? — действу ю- 
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щ,ая нагрузка. Верхний знак соответствует давлению на внешнюю 
поверхность оболочки, нижний — давлению на внутреннюю. Здесь и 
далее предполагается, что все функции имеют гармоническую зави
симость по времени вида / (х, /) =] (х) е’՜ Движение идеальной сжи
маемой жидкости, вызванное колебаниями оболочки, определяется 
потенциалом скорости, амплитуда которого удовлетворяет в цилин
дрической системе координат уравнению Геймгольца 19]

Л<р(г, х)^кЧ(г, х)=0 (1.2)

где к ■- ю/с волновое число, с — скорость звука в жидкости. Будем рас
сматривать следующие задачи взаимодействия упругой оболочки с жидко
стью.

Задача /. Оболочка защемлена в жесткий цилиндрический экран 
бесконечной длины, помещена в безграничную ндеальную-сжимасмую жид
кость и возбуждается нагрузкой, действующей на внутреннюю поверх
ность. 11рсдполагается, что действующее продольное усилие ежнмаюшее 
(Г>0).

Задача описывается уравнениями (1.1), (1.2). граничными условиями

1Р(±6) = 1Г( о) = 0 (1.3)

</<? [ /ш1Г(х), |х|<6
I 0 , | х | > Ь

(1.4)

и условиями излучения на бесконечности

® - 0(1, V г), 11т 1՛ г I —— 4՜ 7Ас | = 0 (1.5)
г— \ Ог

Решение уравнения (1.2) ищем в форме интеграла Фурье [10]

<? = А Но (I *՜’ “ т‘2 г)е“'тл'<*՝. (1«6)
г

Неизвестная функция /1(1]) определяется из условия (1.4)

А (1) =--------- ----- (1.7)
С а) М2֊^

Здесь /Л (х)— функция Ханкеля второго рода порядка ՝), И7*. ( 7|) — 
трансформанта Фурье функции 1^(х), контур Г в соотношении (1.6) 
совпадает с вещественной осью, обходя точку ветвления - к снизу, 
а -р к՛ — сверху в области комплексного переменного \ ֊֊■ ,'г/.

Используя обращение преобразования Фурье и соотношение ( 1.7) для 
потенциала скорости, получим

ь

<? *) № ( и) (/и Н<Л\ к' у г) е"'г’(*՜
НХ{У1А՜ Га)И^-т/ ‘Л (1.8)

36



Далее нам понадобится снизь между давлением и потенциалом скоро
сти [9]

р(г, х) = - х) (1.9)

где р¥ плотность жидкости.
Определяя акустическое давление на поверхности оболочки с помо

щью равенств (1.8) и (1.9) и подставляй его в (1.1), получим интегро-диф
ференциальное уравнение относительно комплексной амплитуды прогиба 
оболочки, записанное в безразмерных переменных

1 д
ддр,',(г) гЛЧ։) + /’Л(։)=±г,| г(;/)л(а—г; </у 

֊ I
(1.10) 

с граничными условиями

1Г(± 1) = 1Г (± 1) = 0 (1.11)

где

^=С!Г. х = и Ьу, О* =-----Л = ֊
12(1-у2) Ь 

/։ Гк- - а
Г, - 7 = 4՛ /4 = ֊^֊ц ий С, ПК

* = <>. = *«, Р* = М1֊«^)
£ ?

ГХЭ -----------------
• М>( I £ — ) соз и

(1.12)
о

Задача 2. Оболочка защемлена в жесткий цилиндрический экран бес
конечной длины, содержит внутри себя идеальную сжимаемую жидкость 
и возбуждается нагрузкой, действующей на внешнюю поверхность. Пред
полагается. что продольное усилие—растягивающее (7 0). Задача
описывается уравнениями ( 1.1), ( 1.2) и граничными условиями ( 1.3). ( 1.4). 
Ограниченное при г = 0 решение задачи акустики имеет вид [ 10]

*{г, х) ֊ -1-А (т^/оО' г)ехр(— (1-13)

г
Определяя А (»]) из граничного условия (1.4). получим для потенциала 
скорости выражение

ь _______
) = ±1 Г Ц7(„) Л/ Г Л(р ^-уг)ехр(֊,г.и-ц))

ь г



Здесь /, (х1— функция Бесселя порядка V, контур Г совпадает с действи
тельной осью, обходя полюса — Л и -|- Д' соответственно снизу и сверху в 
области комплексного переменного ц 4՜ й|'. Используя соотношения (1.9). 
( 1.14) и процедуру, изложенную выше, получим интегро-дифференциаль
ное уравнение нагибных колебаний оболочки относительно IV'' (<). имею
щего вид (1.10) с ядром

Л(И;И֊сг)
Л(к )/«-в8

. х/ехр(֊-/|/|*ж)

к*
(1-15)

где последнее слагаемое в равенстве (1.15) представляет половину вычета 
в полюсе.

Задача 3. Оболочка без доньев помещается и бесконечную идеальную 
жидкость и возбуждается нагрузкой, действующей на внутреннюю поверх
ность. Предполагается, что оболочка короткая, то есть л— велико, про
дольное усилие отсутствует (7՜ — 0). Задача описывается уравнениями 
(1.1). (1.2) и граничными условиями ’

для оболочки 1^"(±/») = 1Г""(±6) = 0 (Ы6)

для жидкости
ду 

~д~г = ֊ |«.1Г(х), |х| Ь 
г а

(1.17)

= — ’ | X 1 < со (1.18)
дг Гга дг г-а

Р1 |г-в = Р։|г-а» 1*1 (1.19)

На бесконечности выполняется условие ( 1.5).
Здесь

1 0 г -•֊> ао = / ‘
I. г > а

Давления р, , связаны с потенциалами скорости с։ соотношением 
(1.9).

Решения задачи акустики ф„ фг, удовлетворяющие уравнению (1.1) 
и граничному условию (1.5). будем искать, используя интегральное пре
образование Фурье в форме

Ь(-֊. .г) = 4֊ и Л( I ** ֊ V *)ехр(- /чх) </ч (1.20)
2" Л /։(уйг —та)

?2 Д(т()/У0(1 £*—т/г)ехр( 1Г(г) <1\ (1.21)
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Контур Г совпадает с вещественной осью, обходя особую точку k снизу, 
и k — сверху в области комплексного переменного Ц г Г’Г- Используя 
соотношения (1.20). (1.21). (1.9) и граничное условие (1.19). определим 
неизвестное контактное давление р (л) = />. (а. х) —р, (а, х)

j'W. И-О (1.22)
а*’.' f Д(/а) ! 0 . |*|>^

г

t = v

Здесь использовано известное соотношение между функциями Бессе
ля [11]

у. (г)= —
. rzz

Обращая формулу (1.22), найдем
b

Л ( О - ՛֊- /Д/аЛ p(u)exp(rw du (1.23)
2p.*w J-h

Граничное условие (1.17) и выражение (1.23) позволяют получить интс- 
|ральнос уравнение относительно комплексной амплитуды контактного 
давления.

А л:

| р(и) du \t'Ji ((и) cos < (и — ,r) d>, —— W^(x) (1.24)

-A ii

] X 1 < b
причем на копнах оболочки

/>(±6) = 0 (1.25)

Переходя к безразмерным переменным в уравнениях (1.24), (1.1) и гра
ничных условиях (1.16). (1.25) указанным выше способом, приходим к 
системе двух уравнений относительно амплитуды контактного давления и 
амплитуды прогиба

1
^p(y)L(^^dy = -iE^{z), (1.26)

-1

O’W"'(z) - P„^(z ) ֊ р (z) q(z) (1.27)

При граничных условиях
р(±1) = 0 (1.28)

^(±.1)= W"'(r 1) (1.29)
где

= R*al&

У)



1(0 = $։JM Н\ (s) cos MdX 
о

(1.30)

s = k\ ֊ Г

Далее черта для всех задач опускается.

Замечание 1. В задачах 1, 3 предполагается, что < 1/J я.
Замечание 2. В задаче 2 предполагается, что min ({»*, 1//* ), 

где И*=^0 первый корень функции

2. Метод решения задач I. 2. Неизвестную функцию IV'՜ (г) в зада
чах I. 2 ищем в виде ряда по системе специальных ортогональных полино
мов !Qm(*)L=4 [5J

Г(г) = £ BkQk.3^2) (2.1)
*֊■։ 

которые удовлетворяют следующим условиям нормировки: 

։
Г Qlvs(.-) (?/♦։(=)<* = I *՛ k=J Л, у = 1.2.3... (2.2)

J I о, fc=/=y
— 1

и граничным условиям

0*.з(± 1) = <Л+з(± 1) (2.3)

Подставляя разложение (2.1) в формулу (1.10) и используя условия нор
мировки (2.2), приходим к системе линейных алгебраических уравнений 
относительно

ПЛ
Е РЛ k | 7\ Vj. к 4- P*Sh к 4 х] Вк « + , / = 1, 2.... (2.4)
*- 1

где

<-/. ;• —символ Кронекера. В соотношении (2.5) нетрудно перейти от трои-
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лого интеграла к одномерному* Для этого достаточно представить
<2*;з(х) в виде разложения по полиномам Лежандра Рт}т-$

| 2(2Л + 3) I^5՜(А+’(,/) " А 1 (У ’1 "

। 1 )

и воспользоваться интегралом [ 121

pl Г 2п
\ Р„(х)ехр(/хх) dx — i 1 / -----Jn о.$(а)
- ։

(2.6)

(2.7)

Решение системы (2.4) получено методом редукции, сходимость которого 
исследуется численно.

Используя полученный результат, определим характеристики дальне
го акустического поля для задачи 1. С этой целью подставим разложение 
для И (г) (2.1) в соотношение (1.8). воспользуемся при этом формулами 
(2.6), (2.7) и разложением функции Ханкеля (2) ври больших значе
ниях аргумента [4]. Получим для комплексной амплитуды потенциала ско
рости дальнего поля следующее выражение:

Л՛ _________ /L \
z____ .___ wba'i У i'՜ V 2т -f- 3 i*o,s(— sin 8 \

y(R,t) = 1 —Д------------- m-։---------------------------------- ֊------------ (2.8)
I ^sin58 /?^cosO^(^.cosG)exp(Z(^/a) R)

Здесь R, 0 координаты полярной системы координат:

г - R cos 0, х — R sin 0

Применяя полученное выражение, получим амплитудное значение функции 
направленности по давлению

Рассмотрим конкретный пример для задачи 1. Определим амплитуд
но-частотную характеристику оболочки, разность фаз между действующей 
нагрузкой и прогибом оболочки в се центре и функцию направленности 
при следующих значениях безразмерных параметров:

Р = 0,0], л = 1, v 0,03, я = 0,07692, 0,12987

T, = 2,5 10՜*, 0,9 si«<2,5

Воспользовавшись формулой (2.1). определим прогиб оболочки в центре

1Г(0, 0 = Re [ exp (/'(<₽ 4- *»*))] ~ H70cos (ф -j-

Здесь U7», ф — модуль и фаза комплексной амплитуды прогиба в центре



оболочки. На фиг. 1, 2 приведены зависимости и <| от а на фиг. 3
диаграмма направленности излучения. Анализ результатов показывает.
в окрестности частот, при которых достигается максимум модуля комплекс
ной амплитуды, оболочка приобретает свойства направленного излучения 
11оявля։отся два пика угловой характеристики излучения (см. кривая 1, 
фиг. 3). При дальнейшем изменении частоты характеристика направленно
сти приобретает вначале вид кривой 2, а затем вид кривой 3 на фиг. 3 
Затем картина повторяется.

Фиг. 3.

3 Л/ год решения водичп 3 при больших л. Приближенное ре.пение 
у равнения ( 1.27) ищем в форме

=?'1?^ 5 (г) (3.1)
Д-1

где Ют (г) — система специальных ортогональных полиномов,
удовлетворяющих условию нормировки
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1
(' ОЙ։ (г) а > (г) Л = Р’ к = < 4, / = 1, 2,...

.1 I О, к =г ;
— ։

(3.2)

и граничным условиям

(&+5(± 1)=&1$(±1) = о (3.3)

Заметим, что полиномы Qr■l (г) можно выразить через присоединенные 
фупквнн Лежандра Рт (г) следующим образом:

/л" / \ . (2Г-К 7) (6 —1)! О4 , . г _ 1 «

Ядро £(-') уравнения (1.26) в окрестности нуля имеет степенную особен
ность, поэтому представим его в форме

/-(0 = —-ь Л/(О

со

Л'/(Л1 - | $г/1 ь՝)/71 (.’;:) I — СОЙ 

о

(3.4)

(3.5)

Исходя из представлений (3.1). (3.4). (3.5), решение уравнения (1.26) 
может быть построено следующим образом:

р(</) = ^£в^(у) (ад
4-1

Неизвестные функции />> (у) удовлетворяют интегральному уравнению

~~ I г ՛ Рк (?) <*У /<?*.5(2) (3.7)

и граничным условиям ( 1.28).
Интеграл, стоящий в лево!։ части соотношения (3.7), понимается как 

производная по 2 от сингулярного интеграла Коши. Заметим, что обобщен
ными собственными функциями этого интегрального оператора являются 
полиномы Чебышева второго рода

։ ____ _
I Р=Х V, (■/)</</= ֊ (л + 1)-1/л(^) (3.8)
и,(у-’)■

Учитывая вышеизложенное, представим (у) п виде следуклмего ряда:

Рл (у) = I 1— !Г'Х ֊1 (</)
п> -|

(3.9)
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Подставляя разложение (3.9) в уравнение (3.7) и воспользовавшись из
вестным свойством ортогональности полиномов Чебышева [4]

1
С = 1;1’ ’"7 я <зл°»

V1 1 О, тп п
—• 1

получим для коэффициентов С* систему линейных алгебраических урав
нений

где

I 1 — у- Ь\ 1 {у) QÄ . > (у) dy

• / о
(3 12)

/(О
О

п m - четко

п ֊г т нечетно

В соотношении (3,12) использовано преобразование Фурье от полиномов 
Чебышева [6]

1

I 1~№ (</) ехр (- iay) dy = (— if — /„■>։ (») (n ֊ 1) (3.13)
а

-1

Определение С7-։ и ,. системы (3.11) позволяет теперь найти неизвестные 
А՛., Подставляя разложения (3 1). (3.6) с учетом (3.9) и уравнение (1.27) 
и используя условие (3.2). приходим к системе чиненных алгебраических 
уравнений относительно 73,•>

;=1, 2.3,... (3.14)
А-1

где
1 I

— См 7«: £,,* = Q4.sU) (2;,5(г)</г; — ( д(г) (2;. (г)
т| I V V

— 1 -I

Решение систем (3.11). (3.14) строится методом редукции, сходимость 
которого исследуется численно.

Используя полученные результаты, определим характеристик»։ даль
него поля. Подставляя разложения (3.1) в формулу (1.20) и принимая во 

44



внимание (3.13). получим для комплексной амплитуды потенциала ско
рости выражение

_______ л* и /Г.
| » cos* 6 Е. J,(k. cos 0) V В. V Cl(- >)" /Л — sin в
____________________________________*-1 m I________________ \ >■________

??«’“/? sin 0

Здесь R, 0 координаты полярной системы координат

lUiflMISHi ITHJlHOrni’lT PlV|.IU,Pl.bl4’ IISI“nil'l,IL«ilLl.
SllW.nbUWb inuibb luVM’PbbPIII’ir 0РН-1РМ1Ш1.

|ЦЦ»1Г1ПЛ111П,ЬР1- irbH-IPhp

■I. 1Г IH.IH'tlll.b'H'IVI.. '» * UM'lklMlH

U. if l|l n l|l ni J

fli U ni lï li HI il jipif n i tf / if Lfifuuf П fl L plf ш pit t p jin if /• Puitflu ЪР1, II HI ft Ilf II If UI If Ill'll

111 UI 111 uAltt III 111,/(ft flAll/pppi 'f fill! II,-ft If if Hilf ,.)/ ÏLtiilifiilf (fLiijp/ififr՝ U Al if lift ? iff 111 
illiif/th l,lf[lnAifi Jbv IfuAllfntf fhiiqmhpft ui Z> tf in Ifftif uA f uAufLpy ui If tu и in ft If tf ft- 
ftui/mjltfi iflie, .Iffnilf iif tn fin Ai u. If n tj niltifitfit ijfuAuu jftL It/fiuAtfi ithf ijuAiiftuf
PHlIfHlhPfl H.'ll If UI If fl if Hl 1) ( ItAllfilftf lit If n • UU1 fl If J fltuuflll jftf, »/1 C

hb if fi fill II ft fl ftuâifl,( IAi Ififtipjbp fAnnLtffiuif AhiHifinftiniPfiiib h oft/hitfiAiuif 
I'.tUlftf Hill If in if it it fl fl ifhpnrfp If/lllHIntllif tufl

THE METHOD OF THE ORTHOGONAL POLYNOMIALS 
IN THE PROBLEMS OF THE FORCED VIBRATIONS OF THE 

CYLINDRICAL SHELLS IN THE ACOUSTIC MEDIUM

V. M. ALEXANDROV. G. P. 5TRELNÎCOV

Summary

The problem of forced vibrations of the finite length shell Is in
vestigated. The cases under consideration are: the shell in the infinite 
cylindrical shield placed in th։ infinite acoustic medium; the shell in 
the Infinite cylindrical shield containing fluid inside; the shell without 
bottoms placed in the infinite acoustic medium. The problems arc solved 
with the Use of (he I’ontier integral transform and the method of ortho
gonal polynomials.
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