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§ 1. I азожндкостныс смеси встречаются в технике в разном виде. 
В данной статье рассматривается задача проникания тонкого конуса в ве
сомую жидкость с пузырьками. I 1айдены потенциал скоростей, давление 
внутри жидкости и сила сопротивления. Построены графики зависимости 
силы сопротивления от параметра ? = С'1 *, где параметр и характеризует 
пузырьки.

Для получения уравнения движения газожидкостной смеси использо
ваны основные уравнения движения идеального газа в предположении, что 
термодинамические изменения в пузырьках являются изотермическими и 
что пузырьки движутся локально вместе с жидкостью [5]
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Здесь и, V, р, р возмущения компонент вектора скорости в направ
лении осей ?, г, давление и плотность, / — время, а — объемная кон
центрация газа, у— ускорение силы тяжести, рг— давление пузырька, 
р, — плотность жидкой (разы, R — радиус пузырька. Поверхностным 
натяжением пренебрегается. Уравнения (1.1) можно свести к одному 
уравнению для функции 7 (где и — д^(дх, V Оъ’;дг), если обозначим 
возмущения параметров р, R, рг, * через р0, /?0, р. , в9 соответственно. 
В силу малости концентрации а0 в шестом уравнении (1.1) в формуле 
для плотности пренебрегается слагаемое, соответствующее газовой 
фазе. Тогда линеаризованные уравнения примут вид
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пР= Р, — ^0^0֊ 
Ог

(1.3)

Из (1.3) н соотношения рг/?3 = рГ1^ следует, что 

дР ()РГ , Ро^о °*РГ 
ы " а( + Зрг< <Н3

Согласно (1.1) №/<?/ = ֊-Ру (<?я/^), и уравнение (1.2) примет вид

Решая совместно уравнения (1.5) и ( 1.6), получим

Ру(1—~3о)7о <>рг ,д2? 1
—----- г ; ттгН0 (1-7)' Го

Используя интеграл Коши-Лагранжа р= -р (с?<р/^/)-г будем иметь

Из (1.4), ( 1.7) и ( 1.8) получим уравнение

Ро^о <>՛? 1^| ?/(1 -’о)ао
1Зрг 7 ^г2 г дг ' р <Н:



Обозначим [2] - ---- —----------— где а — скорость звука я невозму-

X Пг 1
шейной жидкости. Обозначая еше •/. -5---- - причем —— есть часто-

I х
та свободных пульсаций пузырька [5], получим

= 0 (1.9>к де ) а։ др

где \ — оператор Лапласа. Для нахождения потенциала скоростей ф, кро
ме уравнения ( 1.9), имеем еще следующие граничные условия на свобод
ной поверхности и па геле соответственно:

Оср
7^-г77=0приг 0 <1Л0>

= (1.И)
дп дг

где Н'\1} -скорость проникания конуса, 3 — угол полурастнора. Так 
как задача линеаризована, то можно полагать

где фо соответствует решению о движении тела в безграничной среде 
, а отражению волн от свободной поверхности. Зада

чу решаем методом источников, то есть действие конуса на'воду заменяем 
действием концентрированных импульсов давления, прикладываемых ио 
осн тела. Метод сочетаем с интегральными преобразованиями. <(0 ищем в 
виде потенциала запаздывающих источников

(г,з)
о

где /'= / 7£*/а запаздывающее время, /V = | (г։ —г)2 г'՝. Приме
няя преобразование Лапласа, из (1.9) получим

(1 4֊ х5։)Лф —(5’/а’)7 = 0 (1.14)

Рассматриваем решение для отдельных источников ф°, то есть

? = I rdz.
о

Имея в виду (1.14), для изображения имеем

-о_ q (zp I) exp
•°՜------------- 4^’--------

(1.15)

где 6 - - 5/«(l 4-x5=)

(1.16)
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В силу известного равенства

ехр (О/?*) _ ^ехр | —|г, — •?/>•]

<>

Тогда для »о будем иметь

... _ ЙПГ1֊1*,-*Р] Л(Лг) dk 
4« J >.

и

Изображение отраженных волн ищем в виде

(1.17)

-о= ^exp-bp ^AJ^dk 

(I

(1.18)'

Применяя преобразование Лапласа к (1.10), (1.12) и имея п виду (1.17).
(1.18), найдем значение /1. Подставляя значение А в (1.18), будем иметь

֊« = Г?(х„ О Аехр[-(гг1+«)).].у-г>. Мкг)։/к (1֊19) 
д 3 4с X 5« + $л

о

где через / обозначено '• =| к" Ь~. Как известно [5], при г -0 имеем

*£. 1') +0(|?)
Ог г -о 2՜ г

Тогда из (1.11) получится

1,) = 2^Н(Н-г1) (1.20)

Для простоты принимаем, что проникание происходит с постоянной скоро

стью. Для нахождения У՛, разложим ( 1.19) в ряд по степеням Цк/З'тогда 
получим

ОО_______
.• </(zlt /) £ exp [ (с, I 2)4 у гJ dk
J 4г. >.
0

+ у 2g (2„ О texp^.j+zn] J^kr} J (_1Г ( ^dk 

Иfffi;

Обозначая значение т? при g = 0 через Ф?, получим

= Ф? +
2^ СФ? W <^ф?
52 dz ՝ 5* ‘
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где Ф? = iShdL . л; = Hz,+ хГ + г>
Л О

Начиная с некоторого момента времени, можно полагать tj\ х 1, от
сюда х5?<У 1, то есть время t значительно больше периода свобод
ных пульсаций пузырька и

схр (б/?о) = ехр — 5-^֊ | exp I — х5’б —- ) зг 
а \ а /

Значит

Отсюда, после обратного преобразования, получим 

ф. ₽м ?ч ,/т 1=2^|*։~2^со։1/т*1» 

где 

а

Из (1.16) следует

= “ 2R* J‘ “ 27 COS |■ ~ |Ж

где

, 'х Н = I-----------------
Ц, а

Для нахождения используем теорему о свертке. Имея в виду (1.12) 
и обозначая >=1/1 х , найдем

? =-2л։՜1՝ -^-Но+—ео։(^)

+ 3*<fe ----------------[— cos bl*e)J 
a dz

(1.22)

Из (1.15) для d^fdt получим

30



Г оН------- -  | ---- з։п (>|\,) (1гл
а՝' .} <3г 

о
(1.23)

где а и * - пределы интегрирования, даваемые соотношениями |3| 
для сжимаемой жидкости для дозвукового проникания

а/ 4- г а1 — г
* - V©-----------” 7 = 1,о-----------

а + у0 «4-^0

Из (1.23), обозначая <} а (г՝^ 4֊ г\1г (а г'о), получим на конусе 

г=?8(^0/ г)

<*? 4аг ,
—— =----- 1п ——------------------------------ 4------ 1п а ■

Р2 (а 4- «0)(«0< — г) 2

4֊ -а / *Л՜' . соз2*6 СОЗУ Л : — )-соз2* (/ — —) 4
2(а • и0) \ а/ \ а / \ а/

СОЗ У 2
2/ . (/֊*/<։)’
— I о д---------- —   --

/л*4-И<^֊*)г
, / ։ ‘2(а1 — г) 2? । 4(а/—г) 2о0(а<—г)Ч----- 1п д------------------- — — 1п д------------------------------- ----------------Ь

а ^0(а4-г»0) а {а I и0) а* (а о0)

Давлснис внутри жидкости найдется по формуле

Р , Ро
Ро “ <Н 2 р0

Сила сопротивления через давление /’ ֊ р—выражается по формуле

(2 = (»„1 -г) <12 = ֊2 Д2. ֊ ?г ֊! ^2] г) <12 (1.25).

о о

Соотношения (1.24) и (1.25) дают

0=-2г^41±±!^. . л (ЛМ2)|П—4 4֊2'п4 +
14 4 1 4՜ Л7 3 р
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2
4-֊-(14֊М)1п

О
2___

14- М
— (2 4- л/)1п2 +
3

др-|-45Г-ЗМ-6
3(1 4֊М)

где

А. 
З?2

---—-----— 2МЪ 31П •> — Л/-> 3-1П 2 ь —— соз 2ь (1 4՜ М) 4-.՛■ ’ -М) 4 '

4-соз й.-'И - ЛГ)4----- сое 2-1* (1 — М)— соз0(1 — М) +
4

+ —У— I — Яп 21 - со« 20 -
М/ | 4 2

— з։п 2'р (1 — М) 4֊ ЛГ> соз 7 4֊ з'ш |» (1 — М) — з։п у (1.26)

м=*- 
а

Подставляя в (1.26) М - 0, получим силу сопротивления для несжимае
мой жидкости

<2 = - 2пРо,8‘с<(« [ 2-!.՜ _ А Лп
[4 2 \

§ 2. Рассмотрим проникание со сверхзвуковой скоростью. Для г < и! 
давление можно вычислить по той же формуле, что и для дозвукового про
никания. Для а/ < < с՝01 в связи с тем. что свободная поверхность не 
влияет на этот участок, пренебрегаем слагаемыми, содержащими ". и 
предполагаем, что также можно пренебречь х. На этом участке давление 
на теле вычисляется по формуле

м
1 Г)П п 1 1 ЛЛ0 ।

р = Т։4=т
•։

где [3]

> г — а/ л аЛ 4֊ г 
Ч — ’ :г --

— а и© «

Для силы сопротивления будем иметь

<? = -2^?4 ] -X) - г) 1п

0 >гГ
II 1 2 1 (1 + Л/)=

6 ’ 4 | и“Ч 4 2 ? + 2 " М

4/1,1 М\ 1 / Мь . ,, ф . .,
----- Г —Г-------------- ) --------------------( з։п4'>--------8ш 4 Ь —2\3 3ГЙ2 6/ 2М?։(14- М)\ 2 2
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--- 2М- $)П 2-*-------СО 5 4'-' 4" СОБ 2 у 4՜ 31П 2 з -֊4 • г

4- 2Мъ зт 4 - —4- —— - — (М - 1) - соз 2> 4- 4) Му 2 2

4----- Б1П 2'4 4՜ М'Ь СОБ 4 — Б1Л 4

При М = 1

<2 = ֊ 2^8'„^М + ‘п4'г- + X (|П 23 + 1 - ± ) + 
I •։ / X Ор /

1 * 1 3 ՝
•; ---- ( 24 б։п Ь 4՜ Соз 21» — 1 5Й1 2'^ — — СОБ 41» — | —

4у«\ 4 '4/

4-- —у I —- $։п 20------- соб 21» -1֊ 4 Соз у — 510 4 '|'
4 \ . I

На фиг. 2 для разных а0 и для М--= 1 приведены графики зави
симости /г(4/). где ՛>' — //| /■', ■//(! —а,,), у ~ ''/IV 1—% • Из фиг. 2
следует, что с увеличением 7п безразмерная сила сопротивления 

1՝ = -5—уменьшается. Как видно из фиг. 2, для больших 4 
^['рг 1‘о( 

имеет место колебательное изменение силы от времени проникания.
Автор выражает» глубокую благодарность А. Г. Багдоеву за помохци 

н обсуждение работы.
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PENETRATION OF A THIN CONE IN PONDERABLE FLUID
WITH BUBBLES

S G. AVA«! AN

S u ni ni a r v

The problem of penetration of a thin cone in ponderable fluid with 
bubbles is considered. The velocity potential, pressure in fluid and 
resistance force are determined.

The graphs of resistance force are given depending on the parameter 
•i -t/\ where / is lime while parameter z characterises the bubbles.
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