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ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ СЛОИСТЫХ 
ВЯЗКОУПРУГИХ КОНСТРУКЦИЙ

МАЙБОРОДА В. I!.. ТРОЯНОВСКИП И. Г..

В [1] динамические задачи для слоистых, в том числе и вязкоупру
гих, конструкций ставятся и решаются п рамках теории многослойных обо- 
чочек. В настоящей работе задачи ,динамической устойчивости слоистых 
вязкоупругих конструкций ставятся и решаются с привлечением трехмер
ных уравнений движения линейной теории вязкоупругости.

<v
1. Рассматривается составное тело, занимающее объем I/ V 1/Л։

п — I 
ограниченный поверхностью Каждый из Л1 объемов
Ил заполнен вязкоупругой средой, свойства которой зависят от но
мера п. На тело действуют массовые силы

- ди

иа части V „ поверхности заданы нулевые смещения, на Va поверх
ностные силы

- ди
Р, = />,<>(•*) + С-*՜) (*)

Здесь i, j — 1, 2, 3, /0., !\,}, pOi, qi;, r(J заданные функции ра

диуса-вектора х = (х։, х2, х։). На границах раздела непрерывны пе
ремещения и нормальные и касательные к поверхности раздела напря
жения. Подлежат определению частоты и показатели демпфирования 
малых колебаний системы около положения равновесия.

Физические свойства Я-го тела описываются соотношениями |2|

/, л = 1, 2,з, п- i......./v

где £6 — компоненты тензоров напряжений и деформаций, ля> — 
операторы Вольтерра,
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'nV~'n <p(0— ')?(')</'
о 
t

f?(0 J /?!«(/֊ ') ' (')<*•
(1.2)

•՛•■ ?,< /?>л. — параметры Ламе и ядра релаксации среды, занимаю
щий объем 1Л, о - произвольная функция времени. Предполагается 
малость интегральных членов в (1.2).

Пусть функция «р в (1.2) имеет вид

?(')=•■- W <■ к

КДС <% — действительная константа, ф—медленно меняющаяся функция 
времени, .՛ мнимая единица. С помощью метода замораживания [3] 

Вместо ( 1.2) можно записать приближенные соотношения

= kr, [1 — Г‘„ (<•>*) - /Г*я (<»#)] Р
ОО СО

Пл (1>) -- I R.n(’) cos -d--, Г*я(лл) — ( R n (’)si n 
о о

второе из соотношений ( 1.2) преобразуется аналогично
Постановка математической задачи о малых колебаниях системы ско

ль положения равновесия существенно зависит от наличия свободных чле- 
нон/(.,, р(Ов выражениях для массовых и поверхностных сил Если эти ве
личины равны нулю, то положение равновесия достигается при нулевых 
перемещениях н напряжениях. В этом случае искомые перемещения и< за
лами о собственных колебаниях должны удовлетворять уравнениям дви
жения

- _ (У1 и. _ _ c)'“u. д~и. Оц.
W (>- + ’*<•։"■+ -0 (L3)

и граничным условиям

Л 2,։ «, = 0

„ I- ди. ՝ _ /ди, да. \| ди
^S,= + = 0 (1'4)

Л k = 1, 2, 3; п = 1.........М

хроме того, перемещения Ut должны иметь вид

и-(х, х3, х4, /) - Xj, х3) е՜"' (1.5)
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Здесь — компоненты нормали к поверхности, = «>л + /0}/՜ искомЛ 
комплексная собственная частота, И,- — искомая комплексная собствен; 
пая форма колебаний, рл — плотность материала п-го тела. Физически • 
‘•>д представляет собой частоту, '‘/ — коэффициент демпфирования соб
ственных колебаний.

Подстановка (1.5) в (1.3). (1.4) приводит к однородной кмепой да- 
даче вида

х С К.: (՝”л) “Т~;՜՜ ['■« (^л) :д„ (мл) I -У
" А ох ,0х А Ох.Ох

т + <7о։>/ — =0

»/ = 0 (1.6)

57֊5'-+к{'■՛«)»;-9,?/+ =°

Это задача о собственных значениях с нелинейно входящий комплекс
ным параметром.

В случае, когда некоторые из функций/։0, р!(} отличны от нуля, поло
жение равновесия не совпадает с начальным состоянием системы. В этом 
случае к постановке задачи устойчивости необходимо привлекать соотно
шения геометрически нелинейной теории вязкоупругости. Такое обобщение 
связано с принципиальными трудностями: физические соотношения пя> 
коупругости при конечных деформациях исследованы в настоящее врем; 
недостаточно. Поэтому в настоящей работе мы ограничимся постановкой 
и решением частной задачи динамической устойчивости. А именно, пред
полагается несжимаемость всех элементов системы. Кроме того, прс.тпо- 
лягается, что в положении равновесия равны нулю исс компоненты векто
ра перемещений и. следовательно, девиаторов напряжений и деформации] 
а отлично от нуля лишь среднее нормальное напряжение. Тогда при рас? 
смотрении малых колебаний около положения равновесия можно исполь
зовать соотношения линейной теории; необходимо учесть лишь, что метри
ки деформированной и недеформироваииой систем не совпадают.

Задача о малых колебаниях системы ставится так:

х^ К:

У,:

-

0'11. из оц О՝и( ин, ...
Ох ох 1 Ох ՝՝' ^'՜ о( 'п 01՝ ~ 0’ Ох 1 

.՛ I ' >

и. = 0 (1.7)

- / с-и Он \ ] ди,
‘ 577 + 57՜) Р' ~и' ~г” ~оГ +
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ИДесь ст» — среднее напряжение в положении равновесия, о его откло- 
,■ Нише при колебаниях. Задача (1.7) записана п эйлеровой системе коор- 
ИКнаг. Подчеркнутые члены, отличающие задачу (1.7) от (1.3), (1.4), по» 
«ю’лнсъ вследствие учета того обстоятельства, что границы деформирован

ия» и нсдефор.мированиой систем не совпадают.
Замена (1.5) сводит задачу (1.7) к задаче о собственных значениях. 

Вопрос об устойчивости положения равновесия системы в зависимости от 
Махов мнимых частей собственных значений параметра <•>. Положение рав- 
Ймсня устойчиво, если мнимые части всех собственных значений отрица
тельны, н неустойчиво, если мнимая часть одного из собственных значений 
положительна.

2. Рассматривается бесконечный цилиндр, состоящим из касательных 
Слоев. Внутренняя поверхность соединена с абсолютно жестким сердсчнн- 
■&М. вращающимся с постоянной угловой скоростью О. внешняя поверх
ность свободна от нагрузок. Все слои несжимаемы, предполагается плоское 
Сформированное состояние (осевые смещения равны нулю). Вводится ни- 
днндрнческая система координат, вращающаяся вместе с сердечником с 
угловой скоростью £2.

Под действием центробежной силы инерции в положении относитель- 
ноги равновесия возникает напряженное состояние, рассмотренное выше: 
ко перемещения и касательные напряжения равны нулю, нормальные на 
иряження в положении относительного равновесия определяются форму
лой

ГЛ'

%_■. ’о...- = =« = 2"П(г)<1г
г

где гл. - внешний радиус цилиндра, у — плотность, являющаяся сту
пенчатой функцией текущего радиуса г: у — рл при ги |<СГ<СГП> г„ ։ • 
г, - внутренний и внешний радиусы п-го слоя.

В задаче об устойчивости положения равновесия в качестве искомых 
функции принимаются перемещения иг, и , касательное напряжение зг. 
н отклонение с нормального радиального напряжения от равновес
ного значения В учетом сил инерции Кориолиса задала устойчи
вости принимает вид

г„_1 <С Г<С С.» л -= 1> ■ > № 

^иг / иг 1 ди \
дг \ г г О® /

с) 11 1 дц и 3__2_____1 д___ — д_ .___-
Ог г дъ г £п

Ог
1 ^3,- 4£՜,, / и, 1 Он \ О" и диг 4 ֊ зД / + , + 2^* <2Л>
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4£. <* / «. 1 <?«, 1 <4, 2
дг Зг д9 ' г ' г &э г дъ г

г =■ г0: иг ~ и. = О

о1«.д’« ди.

г - гу; з„ - гуру2’аг =0, = О

На окружностях г гл, п ~ 1. ... , /V 1 непрерывны иг, и . 

зг, — 2р(л) 2’нг, эг . Здесь г0—внутренний радиус цилиндра, Еп = Зря . 
Задача (2.1) записана в эйлеровых координатах. Первое из уравнений 
(2.1) представляет собой уравнение несжимаемости, следующие три 
получены путем исключения деформаций и окружного <\ и среднего 
о напряжений из соотношений Коши, закона Гука и уравнений равно* 
песня для возмущения. Подчеркнутое слагаемое в граничном условии 
возникло в результате переноса этого условия с деформированной 
на недеформированную внешнюю поверхность.

Решение задачи ус:ончнвости ищется в виде

(иг, и . :,г. ) (1>г. /й , -.гг, /\.)ехр( — мп - ь՝>1) (2.2)

Подстановка (2.2) в (2 I) приводит задаче на собственные значении 
вида

/ ֊ г . л 1........«V — 1: непрерывность Н;

Хпрактсрш т ичегхое уравнение задачи о собственных значениях 
грбнлось мето ортогональной прогонки [4], корни этого уравнения 

рлзыс’Ш'к ись с лммощ'.ю метола парабол |4|.
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В качестве примера рассмотрена задача с-6 устойчивости 10-слоиного 
ртлнндрл (5 упругих слоев чередуются с пятью вязкоупругими слоями) 
Прослежена зависимость двух первых собственных частот от угловой ско- 

Балета (2. Предварительно такая зависимость построена для цилиндра, со- 
поящегв из упругих слоев. При £2 0 собственные частоты «>։> ։П, дей-
пвнтедоы, имеют равные модули и противоположные знаки.

Эволюцию указанных собственных частот описывают кривые 1. 2 на 
фиг. I. С ростом угловой скорости отрицательная собственная частота убы
вает по модулю (кривая 2) и при £2 л 1.1 (о,՛ (со, —первая собственная 
частота при £2=0) обращается в нуль, после чего становится положи 
тельной. Мнимые части собственных частот равны нулю при псех рассмот
ренных значениях £2. Согласно известной теореме Ляпунова нз этого фак- 
тл нельзя сделать вывод об устойчивости либо о неустойчмиостя враща
тельного движения.

Кривые 3—6 на фиг. I описывают пнолюцню комплексных собствен- 
ных значений с ростом 12 неоднородного цилиндра с пятью вязкоупругими 
II ПЯТЬЮ упругими СЛОЯМИ. Кривые построены В окрестности ТОЧКИ СМСШ>< 
.Шак« собственной частоты упругого цилиндра. Кривые. соответствующие 
нерпой собственной частоте с положительной действительной частью при 
О ж 0. нс имеют особенностей денстнктельиая часть остается положи* 
ТСЛЬНОЙ, МНИМЛЯ отрицательной но всем рассмотренном диапазоне изме- 
пенн-.։ угловых скоростей (кривые 3. 4 нл фиг. 1).

Действительная часть шорой собственной частоты (кринам 5) меняет 
мнок при достижении угловой скоростью критического значения, причем 
смст.л така происходит при несколько меньшем значении 12. чем и случае

4 И и Мести« АН Армянской ССР Мехдннк*
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упругого цилиндра. Одновременно .со сменой знака действительной части 
происходит смена знака мнимой части (кривая 6). Таким образом, угло
вая скорость, при которой происходит смена знака собственного значения, 
является критической в смысле потерн устойчивости.

ч. <П. 1Г1К51«ПРП<Н1. I՛, I». SPII-HI.UI4>l|>b

nliPSU.'l.flP ILIbUQWrUjrnbBNi Ци.(1-П1‘3’1.1Ш₽ЪЬРЬ »UMlTHi 
Ш:Ш’М1МНПЬЪ1՝.

U. U ф ։։ ф п ։ И

6 L (ttl! 11։ Iptр Н։Лч1 tjjlll 1[ШП nit] tpltd pit'll р р tpl'llUt J[ll{ l{llt]tt AttH-p fill'll

lubrfftpp ]lll<hpnii !; iiimii^tjtniJ tnd tn t] fl l[nt P jitAi ijStnifi'li uilntniPjuili ?mp<hf u>'<> 

LniUfUllft ‘1 IlltpJI It 4! [till li'll lift ft 'till [It] pilllpt til tltp flp.UpiU Ijp fill III l{ qpllllU pljilLj ( 10 

;• A put ill'll ji titlrlunl Ultilin in tiiiiXifu.!։ UI <1 m •) P l( t][iiAift I] Ui till'll nt (pill'll ii in и fill full tf (։pp.

THE DYNAMIC STABILITY OF LAYERED 
VISCOELASTIC CONSTRUCTIONS

V. P. MAIBORODA. I. E TROYANOVSKI

Summary

This paper formulates the problem of the dynamic stability of 
piecewise nonuniform viscoelastic body subjected to nonconservative 
forces, i lie problem of the dynamic stability of a rotating multilayer 
cylinder is solved.
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