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При помощи асимптотического метода интегрирования дифферен
циальных уравнений в частных производных получены двумерные дина
мические уравнения колебаний пластинки как результат нулевого прибли
жения асимптотического интегрирования трехмерных уравнений магнито 
упругости для тонкой пластинки, включая также внешнюю задачу элек
тродинамики

Асимптотический метод построения двумерных уравнений пластин 
развит В работах [I 5]. Динамические двумерные уравнения колебании 
тонкой пластинки получен’.»! н [6-71.

Впервые вопросу о построении двумерных уравнений колебаний про
водящей пластинки и магнитном поле посвящены работы [8 10]. где 
асимптотическому анализу подвергались электродинамические уравнения 
для внутренней задачи и сформулированы гипотезы магнитоупругости

1 Рассматривается изотропная упругая пластинка конечной длины в 
постоянной толщины 2/1. изготовленная из материала с конечной электро
проводностью и находящаяся во внешнем .магнитном поле с заданным век 
тором напряженности

HO=(HV н>, на) (1.1)

Введем декартовую систему координат (х. у. Z) так. чтобы срединная 
плоскость п ластинки совпала с координатной плоскостью ху.

Для простоты принимается, что магнитные и диэлектрические прони
цаемости пластинки равны единице.

В уравнениях Ламе с учетом массовых сил электромагнитного проис
хождения [8] и но внутренних уравнениях электродинамики для движу
щейся пластинки [8] перейдем к безразмерным величинам и выполним 
замену переменных [6]
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(1.5)-г
I ’

<о=Г-'-1. с0-1/ — (1.6)
с0 V 1^1)

Величина ы характеризует изменяемость процесса яо времени, 
Г~ Р ‘I — целые числа) характеризует изменяемость но координатам, 
йрн г = 0 (() = 1. р — 0) изменяемость такова, что характерный размер 
рисунка возмущений совпадает с характерным геометрическим размером 
1 пласгинки, - к/1 — малый параметр В дальнейшем черточки в (1.3). 
! 1.4) опускаются. Напряженность внешнего магнитного поля представим 
и виде

Я, -(1; 2), Н, ֊֊■:• '''ЯГНУ. где /. = ։'•• (1.7)

Символ (х. у. г) или (I; 2; 3) означает, что имеет место второе или 
третье соотношение, которое получается из приведенных заменой х на у 
и ’ или I на 2 и 3.

2. Решение системы уравнений Ламе и электродинамики для внутрен
ний задачи |8] после перехода к новым переменным ищем в виде асимпто
тических рядов по малому параметру

Ух=г։41 (*></), (2.1)

£,=։-£ (х, у՝„ £..=Г'М-'1>.Л£Г' (2.2)

Л,-։>‘-1',£л‘Л^, Л, = Г՝М (х, у) (2.3)

= (2.4)

Значения для а. у., и, и ш определяются из условий, чтобы в нулевом 
приближении получились взаимосвязанные электромагнитоупругие уран 
нения н чтобы инерционные члены входили и систему уравнении нулевого 
приближения.

Таким образом, имеем

а = 1 — г, ~ — 1 -Т г, = 2 — 2г, ՛՛> - '1г (2.5)

Подставляя (2.1) (2.4) в уравнения Ламе и во внутренние уравнения 
электродинамики |8| и приравнивая коэффициенты при равных степенях 
л в левых и правых частях каждого отдельно взятого уравнения, получаем 
последовательность систем уравнений для определения коэффициентов 
разложении (2.1) (2.4).

Ввиду громоздкости последовательность систем уравнений нс приво
дится.

В нулевом приближении

л <”)«г, (О).- V г <П'г<\ /ОЙЛД'д »..вИ, •'„-)֊ ֊ <х' .У (2'6>



/։՛) _ (0) /с С р'-®* 1' \ /г> *?\V.- =у,о (;, 1?, '), Е, = Ем (;, г/, (х, у) (2./)

Л(? = ЛЙ(;։ т„ т) к2.8>

Соотношения (2.6)—(2.8) представляют собой выражения известных 
гипотез магнитоупругости [8].

Относительно основных величин в нулевом приближении получаются 
уравнения:

. . (0) . °У.-о п ( , 
3(1 — у») ЛДи*° "1----- ~~ Кп՝\ьп

,, <0) Ои.-о ,
д- +

+ я„ (6, + 5-) £■,'?֊ а?„ (6, -I £,?’ + ад (

д> / д- д֊.
(2.9)

Л . с , / с/Л'Л дгу^
т\ ։э ” / д-.о\ 1 Агл\' и ~^Г ) д^

Г, , <>Ду«о , О , + А\/Х1

1 О / (/уУо <>г»'у!1 \ 1 о / (/уХ) ду^ \
2(14֊*) \ б’>; ) 1—ч2 дК \ <7> б)т, /

£> д ^У^() , п дЧ՛1:/!՛ , г, / £ гг0| , \ п / к /.֊1 ,Л\
— А"’6зз—----- ь А։"сз»՜^֊՜ + Л"И + ^13 —^՜-՜՜у- °» (х> у) (2-10)

д т, 4 А1 г(°> £.о֊^
п <01 ОУгО 

д~. о-. д’д-ч

А(? кТ՜
2 (л՛, у) (2.11)

дЕ^ оЕ',^
0\ д-

(2.12)

Обозначения коэффициентов взяты из [8].
Для определения остальных величин в нулевом приближении будем 

иметь

, (V) _ г ._о Л е(0>
Лу ֊ -ах-— -ал —

о^\ 
и-о ^ /

кТ' 4֊ 7^՜ 
2

(2.13)(х. у)

() |՛ 1Г <)у%' и . дгул0 <70^0՛ и . д'г^ 11
V ЗО՜՜ 2̂0’7^ (2.14)
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4сл Г(О)_ г н ,

гг г д'ъЦ С'ОуО ,
+ н^-^й;-и^~ (2Л5)

где
о _ эЛ со 
л\т — ֊ ~~

С С

Напряжения в пластинке определяются соответствующими форму
лами.

1 Рассмотрим теперь внешнюю задачу электродинамики вне области. 
ВМНМле.мой пластинкой, в вакууме.

Предполагается, что во внешней области электромагнитное ноле в трех 
шравлеякях имеет одну и ту же изменяемость, а по времени—такую же 
вдменнгчость, как и для внутренней задачи.

Ви внешних уравнениях электродинамики произведем замену перемен֊ 
пне

- -Г X г I/ г -г 2 ( <о 1Ч: = < —, = * -2-, ' - £ —, - —  ИД)
/ / 1 / /о

Ьдс/, определяется по формуле (1.6). считая <•> = 2г В дальнейшем при- 
Вшиается ■՛ - 0, то есть характерным размер рисунка возмущений совпа

дет с характерным геометрическим размером / пластинки.
Решение внешней задачи разыскиваем в виде асимптотических рядов

Ал<е) е 2 '•*//,(х, у, г) (3.2)

= »2 £ '•՝£»’& > (•՝> у) (3.3)

£■,(.)= ег2Х‘ЕЙ> <3.4)

После подстановки (3.2) (3.4) по внешние уравнения элекгродива- 
«ЙХН и приравнивания коэффициентов при равных степенях л в левых и 
правых частях каждого отдельно взятого уравнения получается последо- 
мгсльиость систем уравнении для определения коэффициентов разложе
ния (3.2)—(3.4). В нулевом приближении

ла<9 ла<°>4г-^г'=0’ (^-2) (3.5)

(>; дт, ' бСх
(3.6)

~ д-. дч ’ ՝ ’ у) (3.7)

ОЕ՛^ дЕ^ _ ЙЛ’?.,
(3.8)1* 

•ъ 

1

37



(3.9)
дЕ%) дЕ^ дЕ$, _ 

д; От/ (Л1

Плоскости 5 - ± Л во внешней системе координат выражаются урав
нениями Х։ ±и нулевом приближении к—~0 и указанные плоскости вы
ражаются как — ±0, то есть пластинка но внешней системе координат 
в нулевом приближении проявляется как математический разрез. 1 акое 
явление наблюдается и в исследованиях [ 11 16].

Итак, уравнения (3.5)—(3.9) можно рассматривать как уравнения во 
всем пространстве с источниками на плоскости £։ 0. Источники н дан
ном случае из себя представляют токи на плоскости = 0 и поверх
ностные заряды.

Таким образом, в ну левом приближении с учетом граничных условии 
на лицевых плоскостях пластинки задача в целом приводится к решению 
уравнении

+ + ^ = ։ «’(« ■ ֊ :« *) « (<• < Ч < (3.17)

(5г;
֊ г ('.,) 6 (а «г « 6) 9 (е < Г, <1) У" (3.10)

_ ; . (;1) г, (и .;; : 4) (1 (с , .< ./•> (3.11)

д? (?Т|
(3.12)

. ал%, , <//.%. _ 0 
1 ас1 (3.13)

о-
(3.14)

ж 
<7՜.

(3.15)

^Ч>, дЕ%) _ 
гЙ д' (3.16)

Здесь 3(ч։) — дельта функция Дирака, 0 6) и б (с <. >?-<</) —
функции Хевисайда; а ; % 6, с < т, С </ безразмерная область» 
занимаемая пластинкой в плане, у , ? и г соответственно и*
себя представляют скачок величин Ь\,!, Л1,“’ и на разрезе -։ 0.

Представляя решения (3.10) (3.17) в виде

Л.?^) — е ’’/?х(Г|, (х, у, г) (3.18)

Я) :г"г£:<е), (х.у.г) (3.19)
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IV/ - л ч
««о — е о.-о. (х, у, г) (3.20)

Кврименян двумерное интегральное преобразование Фурье | 16. 171. с учс- 
•гч (2 11). решения уравнений (3.10)—(3.17) приводятся к решению 
|«сгем интегро-дифференциальных уравнении на суженной области:

I I 1 (^о, Т|(Я 0)
Л 3 Г'Со—=)2 + (По “ и)2 1

- | Е, ($0, 0) ■ *2՜ ( 62у.-о - (3.21)

Г [__________ I__________ рлХ ъ. 0)
к ] .1/Со-ОЧ (чо-пГ I Яв 

и с
4-

Ио.
՝՛’ (

0) -у ( 6эи։0 с, (3.22)
*0

^£’(5,^,0) г., 0) .
-------------------------------------------- ^-=-и>Л.(5, V,. 0) (3.23)

здЬ-) **++֊* I •-+ 

* ■՝֊1 +Я)£-՜֊'- (. *.+5 И > । '<■ - О
֊ лтш IЬ„+ | Ьа + *» ) и;и _

\ ^՝о 7 \ ՛

Ми 1 

^0 ' ^0
I» + <чз -

с/г։*,.
֊ /г„.’м«.д^;в + (3.24)

</чо ‘/'/о

1_____ д_ 1՛ ^<0 _ л£о\____ 1 1^, _ _Л^о \ _
2(14-ч)^т0 1^Т4О С>;0 1—у«^0 « -г ^>}0

֊ 4- ^Сза«» ’ -г (ЬэЕ՝д 4֊ 613^и«о) =0. (х, у)
</;0

I дЕ,^ 1. 0) _ 0) = _ ,„А; (5_ 0) (3.25)

Здесь (;, т;) принадлежит плоскости С, 0, а (£0, ’^) принадлежит 
части плоскости — 0, занимаемой срединной плоскостью пластинки, 
о <՛.-. 'о <> 6, с Т|ф .
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К системе интегро-дифференциальных уравнений (3.21) (3.25) не
обходимо присоединить только условия закрепления краев пластинки.

В частном случае колебаний пластинки с цилиндрической поверхно
стью в магнитном поле, параллельном осн ох. уравнения (3.11) (3.25) 
принимают вид

։ . .
Л՝; (Н, 0) = — [ 1п ֊— |- 4т:/?« (Л՝; (=,. 0) 4- 6։ыу: )

” 50 — с
- I

(3.26)

(3.27)

1 о11 V՛
3(1 <֊) + 0 (3.28)

здесь с£(— «>), а ;06(- I. 1).
Для полноты теории необходимо рассматривать погранслон у боко

вых поверхностей пластинки и по времени. Рассмотрению этих вопросов бу
дут посвящены отдельные исследования.

4. Для иллюстрации применим изложенный выше метод к решению за
дачи о колебании по цилиндрической поверхности бесконечной пластинки 
при наличии внешнего магнитного поля с вектором напряженности, парал
лельным оси ох.

В этом случае система уравнений (3.25). (3.27) в безразмерном виде 
принимает форму

со

А. 0. ,) - -Ч Р^ 0, 0 I ֊ В. О, В + А 1-Л 
» I д', с с д1 \ х ч

— оо
(4.1)

оЕ,, (л, 0, /) 1 <7/ь (х, 0, /) ,4 2)
дх ~ с д1

£>^+2г>։Л^ + — В„, Е„(х. 0. /) ! — 1 = 0 (4.3)
дх1 <П* с с <М \ 

х, <€( ос)

Решения уравнений (4.1)—(4.3) будем искать в виде волн, распростра
няющихся вдоль оси х

ад = и>(|е ; Е„(х, 0, 0 = (4.4)

А.-(х, 0, /) = А։ое,(""‘т> (4.5)

40



Подставляя значения и». £9(.г, 0, /), А, ( г. О, () из (4.4), (4.5) в 
штсму уравнений (4.1)—(4 3). получим однородную систему алгебраи- 

■Кюх уравнений относительно искомых коэффициентов £уо и Лн>; 
ПфМрпшпшая нулю определитель этой однородной системы, получим харак- 
Иерисгичсснос уравнение для определения частоты колебаний

V*” Ч- -Ь ов(1 + з?) ‘2 1-8=0 (4.6)

Ше магнитного поля. Кл—скорость распространения волн Альвена,

4ր;
՝0 ՜ ------

2„

0 (14-/ԿԺ
■ (4.7)

1Հ° ;■
у 7 А’:
Иа = 4^' 2 = тг

*0
(4.8)

2?оА
(4.9)

В (4.7)—(4.9) £2, собственная частота колебания пластинки и от-

■У» — фазовая скорость распространения упругих воли в пластинке.
I Срлнннная (4.6) с соответствующим уравнением (2.2 4) из книги [81. 

мтцо убедиться, «по при н = 1 они полностью совпадают.
В заключение автор выражает искреннюю благодарность Амбарцум» 

Ьу С. А. за постановку задачи и за ценные указания.

II. ; 11ԱՐԴ11311Ն

1րԱԱԻՍԱԱՌԱԱԴԱԿԱՆ11ԻՒՏԱՆ ՀԱՎԱ11ԱՐ11Ի1րՆԵՐԻ Ա11Ի1րՊՏՈՏԻն 
հնՏեԴք»1ր1ԼՆ Ս՜Ե^-ՈԴՈՎ ՎեՐՋԱՎՈՐ 1»ՐԿԱՐՈԻէ*ՅԱԱր ՀԱՂՈՐԴՈՂ 
ՐԱՐԱԿ ՍԱԼԻ ՏԱՏԱՆՈԻԱՆեՐԻ եՐԿՉԱՓ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԿԱՌՈՒՑՄԱՆ 

ՎԻՐԱՐԻՐՅԱԼ

Ա մ փ и փ ո ւ մ

Ղխուսրկւիււմ I դաշտում /)I՝.ր։ավոր ասւ/1էր դականրււ/1 յրռն
է վերքսւվոյւ չաւիէւ/ւ ունեցող րարակ սայի տատանումների եոայափ հավասա- 
/1ւււմհ1.րքււ 1հսսնէ1ւկ(ւ ածւսնցյաւնևրու/ դիֆերենցիւ»/ աէքար/արւաքների աս/ւմ֊ 

իՆսւ Լ/յրմւյյՆ ւ!եքՆէղի սսէացվել Ւ ապի </ր ւաւոււն и է մն/յ ր/ւ
1>^ՕէԼ>ւյյԿ1^/ւֆերհնր/քէ ւէւ( 1էք:1յ՚էա/ւ Հււււ(414ւսրւէււ!ն1.րի համա կարէքր էւրպհս աոիմ~ 
’ <^'|է<-ււ11/օ) քմւաէէդրմաՆ աոաջին մ ոաա՚/ււրու //յան ա[պյունյ>! Աս ի մ и/սա ա ի I/ /ւն֊ 

հն ենք.1 արկէիսմ п • միայ1է սայի ՆԼրրիՆ խնղրի մ աղն իսատււաձէյա* 
ւքէ/ւսն . աւ11ս и ա ր է>։ մն էւ րր , ւսյ( եահ Լյհկաքսսցինամ իկա յի աքէաա րին իւրն- 

•յիրր.
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THE CONSTRUCTION OF TWO-D1MENTIONAL VIBRATION 
THEORY OF FINITE LENGTH THIN PLATE^BY MEANS OF 

ASYMPTOTIC INTEGRATION OF MAGNETOELASTICITY 
EQUATIONS

S. O. SARKISIAN

S u tn m a г у

The three-dimensional equations of magnetoelastic vibrations are 
considered for a thin plate of finite length. By means of the asymptotic 
method concerning'the integration of differential equations, the two-di
mensional integro-diffcrential equations of magnetoelasticity for thin 
plates are obtained. This result is the first approximation of asymptotic 
integration of the three-dimensional magnetoelasticity equations; for a 
thin plate including also the external electrodynamic problem.
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