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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ЧАСТИЧНО 
ЗАКРЕПЛЕННОЙ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКЕ 

С ИСТОЧ11ИКОМ И СТОКОМ ТЕПЛА

ХАНЖОВ А. Д

Получено решение плоской стационарной задачи о распределении тем­
пературы и напряжений, возникающих в полубесконечной ортотропной пла­
стинке под влиянием точечного источника ։: стока тепла при смешанных ме­
ханических условиях на границе.

I. Рассмотрим теплоизолированную по боковым поверхностям и грани­
це гонкую пластинку, отнесенную к прямоугольной системе координат х, у 
(фиг. 1).

Пусть в точке с координатами х с. у — Ь помещен точечный источник 
гепла, а в точке С координатами л~ с, у = Ь сток тепла. На свобод­
ном участке |х < а границы равны нулю нормальные напряжения о.„ а на 
закрепленном участке |л| > а— нормальные перемещения Касательные 
напряжения на всей границе пластинки отсутствуют.

Полагаем, что материал пластинки однороден и ортотропен в отношении 
упругих и тепловых свойств: главные направления упругой и тепловой 
симметрии совпадают с осями координат; тепловые и механические харак­
теристики материала от температуры не зависят.

Задача термоупругости для ортотропной пластинки сводится к реше­
нию системы уравнений [I]

/)։ у //2 Т
К֊ ֊г к։֊ = - с)֊о(х с)]Цу-Ь) (1.1)

Ох՜ Оу-

^и,.о + ^_ = О
Ох Оу ’ Ох Оу

О2 О2 ^«2)
, («л3» 4՜ —-(а^’х + а223у -|- а2Г) = —

Оу2 Ох4 ОхО у

со следующими граничными условиями:

<?Г(х, 0) 0) 0
оу

э,(х, 0) = 0 (|х|<а), «(х, 0) 0 (|л-|>о) (1֊3)

Здесь Т — температура. V/ интенсивность точечного источника и стока 
тепла. 6—символ функции Дирака. А’,, и а,. а; — коэффициенты тепло­
проводности и температурные коэффициенты линейного расширения в на­
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правлении осей х, у. Другие обозначения являются общепринятыми !2|. 
И.

Применяя к уравнениям (1.1). (1.2) интегральное преобразование 
Фурье [3] по переменной х и предполагая, что температура, напряжения 
I» производные от этих величин на бесконечности равны нулю, находим 
выражения для трансформант температуры и напряжений |4|

у.(^ ф/51псс

у) = Ве-^ЧСе՜^ -1-

У) =
ду

М^)У л,’

(1.4)

(1.5)

(1.6)1 </Ду ( :»</)

Здесь

у? г _ м? ֊ 
/2* А2 ’ * «н

п ■ 1, 2, 3

/ =2, к = 3 при л 1
У = 3, А- = ] при п 2

у — 1, к = 2 при п 3

$2, 5з - {(2ац) 1 [(2012 + «си) ± I (2а։, -Г Ов«)г 4а։1а22 ] ' ?

причем (2о։24 авв)։>4аца22.
Удовлетворяя первым двум интегрально преобразованным граничным 

условиям

1 ^(?,0) О

н.« выражений (1.4), (1.5). (1.6) находим постоянные интегрирования 
А и С

л (17)

С = - В ֊ в, ^-Ле"*14 + °15'"с: У 6’.։.е ' (1.8)

53 5:։ | $ | п —։

Для определения постоянной В воспользуемся соотношениями |2]

ди , т- (,и . дv— аисх ” а1го? । Г<1 /, ~ I — ййб'ху
Ох Оу ОХ 

29



из которых после применения интегральных преобразований к ним получим

“ = а» *а» аи *4 Я1 (, 9)
</у ;* </;/ г

1 (рименяя теорему обращения для преобразования Фурье к выраже­
ниям (1.5), (1.9), удовлетворим последним двум граничным условиям 
(1.3).

1 аким образом, учитывая нечетность функции Оу и С ио переменной 
Д, приходим к парным интегральным уравнениям

51п = О, 0 < х < а
V

0) 51 п х;</: - 0,

(1.Ю)

х > а

Здесь

ь3 — Я;
3» «з — Зе

фЧтс: . ֊Ь$я-
------- -- V с, ($„ -ь я3) е 

(за—з2); „ ։

(С, 0) = ($* - $2) 5. В - (72з1ЛеА<|; -Г

, . В1П СС , б*,- 0։,;
:------- (е ֊— е

Если ввести новые переменные 7. = х;а, г вс, то уравнения ( I 10) с 
учетом (1.7) и соотношения

можно записать в таком виде

0<) <1

ОО
р(г)/1;7(М* о, 

о
1

(1.11)

тде

д_с,.0ё5|"д/°. е
^!а

(1.12)
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эо

г(х) - ֊ ֊22^1
*3

Р 51П га ~^пг , Г. V . - , 5 Сп —I—е ЛлМ I 2
Я=1 Л г/а

(1-13)

/։? ('*) — функция Бесселя первого рода, тп = Ь$„/а. 
Решением уравнения (1.11) является функция [3]

^32/։(гР)^ ^(Нф)?3?(1 ?2) 1:^?

о
Возвращаясь к старым переменным и принимая во внимание 

интеграла [5]

(1.14)

значение

ч-К2 - . г՝ ) 5ш ро;т֊е/х = —
9

из формул (1.12). (1.13). (1.14) находим

п <2/51пС^ -0 п =------— (}^г

За л д
в. б։п с; —ЧЛ , .---- :---- е /։(рск.)<Л

п о

Подставляя значения А, В и С в выражения (1.4), (1.5). ( 1.6) и поль­
зуясь теоремой обращения для преобразования Фурье, находим распреде ­
ление температуры и напряжений в пластинке

Т(х, и)--------— 1п-^1-
4я^2$1

=х(х, у) = -
1Г

увЛ
Т՝к*($з 5։)п—1 •) о

5- 3 /Г . X 
зс 5։п Т-Г V4։ ’ ?*) 

I 2

*5

(гз?з)3/2

3У (.X, у) =

21Га*՝ ’
п^(53 — 5.)

з
з։п ~ (&а4- ?з)

V х> .. . 2. и„ 1п 4к/с^ Н—.-1

о

(гл>

Н(/|1

*»Ч.

т4> »•■■>֊№ + ъ)~
3

з»п — (03 4- ф3) р</р
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- I \ W
-Ix' s) = _23 arcts?--------------

(у 4՜ b) Sn
x — c , x x4- c x x — c

arctg----- —------- > arctg-------- -- ---- arctg ----------—
(y b)sn (y — b) sr. (y—b}s.

Жа։Ы
($.) $2) л — 1

1 . 3 /Л _l x
- ----- -55- sin — (Oj 4- ф.) -
(rj&j) 2

ut/|‘

Здесь bn = (y b)*s* r(x + c)2. 

P„ = (У ~ b}'՜ s;t (x c)։, 

r„ ~ I y"s'n - (x op)՜’,

tn (y 4֊ A)։s2 4 (x —cj’ 

ЧЯ = (.У b)՞ s’4֊ ( v —c):

՛՛„ > У՜*» 4-1x4- ap)։

, г X— ap . x ■ a;» , us,, us, 1
SinUfl-------------- > 51П4> =------------- — • Ct>srJ„ '---- » C0S9* = — I

rn П Pn *■„ P.

L„ (’O = 77=՜ [I (£V; 4- a-'y—cs)° 4- 46։s’c'-‘ (b:s’n 4՜ d։,y— c*)]lf5—el 
I 2

n -1,2,3

2. На фиг, 1.2 приведены графики распределения безразмерных теМ«| 
псратур и напряжений вдоль прямолинейной границы пластинки. Чисма։֊] 
ныи расчет проводился для пластинки, изготовленной из стеклотекстолит 
та КЛСТ-В, для которого постоянные равны [6]

al։ .-= 4,69 -10 ” м'7Н, aK 8,26- 

аю= 49-Ю՜11 м-7Н,

Фиг 2. Распределение иапришеи».
•1ДН.М- границы пластиики

Фиг. 1. Распределение температуры 
ндоль границы пластинки

Значения температур и напряжении найдены по вышеприведенной 
формулам при у =■ 0 для случая Ь = с ~ а. При переходе через точи։ 

х| ~и наблюдается бесконечный разрыв напряжений.
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Ա. Դ. ԽԱ.ՆԺ11Վ

ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԱՎՐՅՈԻՐՈՎ ԵՎ ՀՈՍՔՈՎ ՄԱՍՆԱ«։ԻՈՐԵՆ ԱՄՐԱՈՎԱՄ 
ՕՐԹՈՏՐՈՊ ՍԱԼՈԻՄ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԷԱՐՈԻՄՆԵՐՐ

1Լ մ փ ո փ и I մ

ք/աս/j^Af Լ շերմ աաոաձդա կանու [! լան հարթ աո ա ւշ ի ոն utր խնդրի լոլծումր 
յ1րմոէիշւււն կետային !Ա,Ա' J" ՚ P" ՚1 ‘>"։յքւ։,1 կիսս։ան։{երշ օրթ ոարո ւդ սալի 
համար ջերմամեկուսացված Лг/р/i ‘Li’"1 խ“"ւր մեխանիկական ւդայմ անների 
ղԼպքումւ

Օէքսւադործվե/ է ֆուրշե շի ինտեգրալ ձևափոխությունների մեթոդր, որր 
P"iJ( Z ս,վել ջերմային լարումների որոշման խնդիրր րերել «գուշդ» ինտեգրա/ 
Հավասարումների, որոնք ունեն հաշանի լուծումէ

TEMPERATURES STRESSES IN A PARTLY FIXED 
ORTHOTROPIC PLATE WITH A SOURCE AND FLOW OF HEAT

Л D. KHANZHOV

S u m in a г у

A plane stationary problem of thermoelasticity for a semi-infinite 
crihotropic plate is solved with a concentrated source and flow of heat 
and mixed mechanic conditions on the heat-insulated boundary.

By means of the Fourier integral transformation method the pro­
blem of the field temperature determination is reduced to the dual in­
tegral equation having a known solution.
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