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А. В. МАНЖИРОВ

КОЛЕБАНИЯ НЕОДНОРОДНО-СТАРЕЮЩЕГО ВЯЗКО- 
УПРУГОГО АРМИРОВАННОГО СТЕРЖНЯ

Исследуются колебания неоднородно-стареющего вязкоупругого ар­
мированного стержня с сосредоточенной массой на конце, причем учиты­
вается неоднородное изменение по времени как упругих, так и реологиче­
ских характеристик [I, 2]. Приведено уравнение продольных колебаний 
стержня и показано, что учет неоднородного старения сводится к усредне­
нию по длине стержня упругих и наследственных функций. Получены вы­
ражения для перемещений, частот и затуханий для различных случаев. 
В качестве примера рассмотрены колебания железобетонного стержня.

1. Рассмотрим армированный стержень из неоднородно-стареющего 
вязкоупругого материала, имеющий длину /, площадь сечения основного 
материала £. площадь сечения арматуры Г1*. несущий на нижнем конце 
массу, по сравнению с которой массой самого стержня можно пренебречь. 
Верхний конец стержня жестко защемлен.

Зависимость между напряжениями и деформациями для основного 
.материала примем в виде

Ч.У» 0 = -7Г—---- ---  3(‘/>0 4-/(у), * 4֊ *(*/))3 (#> х)<Л

А (#4 *•(«;). ' + *&))= (1.1)

- Е (I 4- X (у)) ~ —----- ■ —---Г С а 4 7. (у), - 4- * (</)) I
0' £(т4-х(у)) ]

С(/ *(у)> ' 4՜ * (у)) мера ползучести, Е(( 4- х (у)) — мгновенный
модуль упругости, х(у)-— возраст материала в точке у к моменту /0. 
Координата у отсчитывается от верхнего защемленного конца стержня.

Зависимость между напряжениями и деформациями для материала 
арматуры возьмем в виде

Е* (֊V- о = <1-2>

где Е модуль упругости. Естественно полагать г (у, /) — ** (у, I).
Пусть от момента до /, стержень находился под квазистатическим 

воздействием нагрузки /’(*). которая в момент /։ мгновенно уменьшилась 
до величины О < Р (/,), вследствие чего возникли вертикальные коле­
бания массы М — в/#, где Ц ускорение свободного падения.
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Интегрируя (1.1) и учитывая то обстоятельство, что напряжения в 
стержне не зависят от у, найдем перемещение массы

«(<)=[■- (у. I) <1у^ — = (г) - Г И (/. » О) & 
3 Ъ (и .)о

1 1 Г
£е(0 / ] £(/+ '■(։/))

о
5 1 (13)

Н ((. ;)-£.(() 4֊ ֊ + С: (Л-.) 
д~. £.(-)

С -) =“- | С(/ 4- X (у), ’ 4֊ х(у)) 4у 

о
Функция Ес (/) есть некоторый усредненный по длине модуль уп­
ругости, С\-(/,') —усредненная мера ползучести, //,- (/,") усред­
ненное ядро.

Пусть мера ползучести имеет вид

С(Н-։(у), ֊ + X (</)) = ? ы- «(у)) (1 - е՜’1'՜”)

где функция ф(т -֊ х (у)) определяет процесс старения материала стерж­
ня. Разрешая (1.3) относительно напряжений, получим

= (1.4)
' 3 \1) |

где /?(/, *) — резольвента Н, (/, ').
Аналогично из (1.2) найдем

(о = м_>^1 (1.5)

Учитывая силы инерции при I > I,, получим интегро-дифференциаль­
ное уравнение, описывающее движение массы

^[.и1+^е1№>»«.чЬал +
4-А(/ -фЛ/п(/)- Г(0 =х0

ЦТ, _ |£(0. *0 {
(с, О*х

(1.6)

Здесь ((- 6) единичная функция Хевисайда,

?(0 = ЕЕС (/) )
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Процесс колебаний удобно рассматривать в подвижной системе коор­
динат, привязанной к точке, в которой находился бы конец стержня при 
действии на него только квазистатическон нагрузки IV (/).

Положим н формуле (1.6)

«(О = «1(0 4֊ 40 (1.7)
где и, (0 удовлетворяет интегральному уравнению

г
-֊֊֊- М'Н- 1՝«,0)8(0/?(л <։-8)

*₽(0 3 £е(0 I
Тогда, учитывая тог факт, что м» (/) пренебрежимо мало, получим урав­
нение

•(,) •*- 0 <’>?<'>к (/՛ ¥& *4+мг <') =0 
Фи) Л (О I

0.9)

Нижний предел взят равным так как £ (О =0 при I < /<.
Нетривиальным является определение начальных условий для функ­

ции е (/). В неподвижной системе координат имеем

«(*1) ц(/1)=0 (1.Ю)
В момент /, нагрузка мгновенно уменьшается на величину Р (/,)— б. 
В соответствии с ( 1.8) функция И։ (О в точке I, имеет скачок на величину 
упругого перемещения, равный *0x4 — б) (£а (О/7)՜1. Так как
при / < /։ функция и (/) = «1(/), то из (1.7) следует

? (/.) = «։ (6՜) ֊ «1 Ю ֊- (',)(/>('>) ֊ («,) А )՜' (1Л1)

то есть начальное перемещение £ (/։) равно величине упругого скачка в 
момент

Пренебрегая величиной ч, (/). из второго условия (1.10) получим

4/1) = 0 (1.12)

2. В динамических задачах обычно рассматриваются процессы, про­
должающиеся не слишком долгое время, на протяжении которого старе­
нием материала можно пренебречь. Дифференцируя ( 1.9) дважды по / и 
пренебрегая старением с момента начала колебаний I,, получим

по -I-:[! + £. (/,)«.(/,)!; (0 + ;(,)+
Л*? (1Х) I

+ -^77ТГ1[1 = о (2-1)
л?р (/։) I

I

тс (0 = + х(у))^
о

3 Известия А11 Армянской ССР. Механика, № 5
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Для уравнения (2.1) будем иметь два дополнительных начальных 
условия. Именно, полагая ? = /, в (1.9) и в продифференцированном один 
раз по I уравнении (1.9). найдем

('>) = ?(/■)■։£•. (6) —

Сделаем замену переменной и обозначим

<=- + <,. л (2.3)
дх

Применив к (2.1) преобразование Лапласа по т. с учетом (1.12) и
(2.2). получим для трансформанты выражение

[։ + т [1 + (1 - МЛ» г. (/») V, (/,)]] °՛ м(---

X (-֊ + !,) =--------------------------------—---------------------֊------- (2.4)
/(«>

/(*) = ։’ + ?7[1 + £ +

+ [1 +(1 ֊?(М)£■<(*.)?.(/,)]

где 5 — параметр преобразования Лапласа.
Согласно критерию Рауса-Гурвица все корни уравнения

/(з) = 0 (2.5)
имеют отрицательные действительные части.

1) Пусть уравнение (2.5) имеет корни —а. Ь /у. тогда из
(2.3) и (2.4) с учетом (1.11) следует

4’ -М _____________ в-р^)_____________
М (2аЬ Ь'։ ՝*2)(а:4 6’-|--՝г - 2аЬ)

г — (а2 +• 6’ 4 4) ебз '»‘4- — (а2 — 6’ — №) з’ш ՝п 

2аЬе 'в՜ т

(2.6)

где а — затухание непериодической части перемещения. Ь— затухание пе­
риодической части. V частота колебаний.

2) Если уравнение (2.5) имеет три различных действительных кор­
ня —а0, —Ь.։. —с,„ то аналогично

ц. ) =<*  — а1(Ь0 4- с0) .;
М {а^Ьо 4՜ а0Ср 4՜ 6осо) — ао • ; а^с0 — а060с0

(2.7)
— Ьо (д04- Ср) — сб(Ц) 4- 6р)?■"**]

б/»֊! ар6о4*^о՜ “о^осс - а» Г аосо Ь 60со — йрбрСо Г 
<20. <5о. со—затухания перемещения.
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3) В том случае, когда уравнение (2.5) имеет действительные крат­
ные корни, получим:

а) если —а, — действительный корень, —Ь,— двухкратный действи­
тельный корень, то

G- НМ
М(6i 4 2аА) (ог Ь.У

{((— «1 4- (6? 4֊ аД) т) (Ql — Aj)—

֊(А? ЬаД)|е“Ь*т + 2аДе-‘^ (2.8)

6) если - а. трехкратный действительный корень, то

֊(т + '•>= -TV.r-№ - “='• - 1 >е (2-9>ЗазМ

где а,. Ь, и а. ■ затухания перемещений.
Как видно из приведенных выше выражений для перемещений, во 

всех случаях В (т4֊/։) *՜ 0 при г - сх . то есть, начиная с некоторого мо­
мента времени, динамическим перемещением Е (т֊М1) можно пренебречь и 
учитывать только статическое и, (О. Периодические колебания возника­
ют только в первом случае, в остальных же значение Е (т-:֊Л) убывает от 
начального до нуля, причем порядок убывания в случаях, описываемых 

выражениями (2.7), (2.8), (2.9), будет соответственно е 1՜՜, те

3. В качестве примера рассмотрим колебания железобетонного стерж­
ня, состоящего из двух равных частей. Однг» часть к моменту начала ко­
лебаний имеет возраст т,. другая — т.. Возьмем следующие значения 
функций и параметров:

£ (/ 4- *(</)) — /Г© (I ֊’Хехр( -р(/ 4- х(.г/))))

? (/ 4֊ *(</)) = Св 4֊ Л ехр(— а (/4- *(«/)))

£0 = 3-10* МПа; Z. = 1; р = 0.033 сут֊ *; ’Со = 0.2761 • 10՜4 МПа՜1; £* = 
— 210’’ МПа; а = 0.031 сут *; I = 2 м; F — 0.04 №; Т7՝*՛ — 0.0008 м՜’; 
А = 2-10՜՛ МПа՜1; Pit.) = 1-105Н; С => 5-10» Н; т = 0.06 сут֊1; тх =֊ 
= 30 сут; -2 = 300 сут.

При данных значениях величин реализуется первый случай, и для на­
хождения перемещения необходимо пользоваться формулой (2.6).

В таблице в первой колонке приводятся результаты для однородно- 
стареющего стержня, возраст которого к моменту начала колебаний - т,. 
во второй—для выбранного неодпородно-стареющего стержня, в третьей— 
для однородно-стареющёго стержня, возраст которого к началу колеба­
ний - с... Данные таблицы показывают, что неоднородное старение стерж­
ня существенно влияет на затухания и частоту колебаний, в особенности, 
на затухание периодической части перемещения. Отметим, что именно пе­
риодическая часть определяет величину динамического перемещения в на­
шем случае, так как значения, получаемые для непериодической части, 
преиебр еж и м о м а л ы.
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На фиг, 1 приведены графики 
от времени т для тех же стержней

зависимости амплитуды колебании R

Таблица 1

1 2 3

а сут ՜ ։ 0.082 0.074 0.066
b сут" ’ 0.069 0.055 0.030
V сея-* 341 I 373.5 419.5

Фиг. 1.

Автор благодарит Н X Арутюняна за ценные советы н помощь.
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Ա Վ. ւրԱՆԺՒՐՈՎ

ԱՆճԱՄԱՈԵՌ ԾԵՐԱՑՈՂ ԱքհԱԶԴԱՄԱԾՈՒՑԻԿ ԱՄՐԱՆԱՎՈՐՎԱԾ ԶՈՎԻ 
ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԸ

Ամփոփում

Դիտարկվում են անհամ ասեո ծերացող աոանձղամ ած ոյցիկ ամրանավոր­
ված ձողի տատանումներր, երբ ձողի ծայրին կիրառված է կենտրոնացված 
ում ։

Տարրեր ղեպրերի ‘.ամար ստացված են տ եղա փոխուքք յունների, հաճախա- 
կան ութ յոէնների և մ արումների արտահայտոէթյուններրւ

VIBRATIONS OF NONHOMOGENEOUSLY-AGING
VISCOELASTIC ARMATURED ROD

A. V. MANZHIROV

Summary

Vibrations of nonhomogeneously-aging viscoclastic armatured rod 
with end consentrated mass are investigated. The equation of the lon­
gitudinal vibrations of the rod is solved. The formulas for displasvments, 
frequencies and dampings for various cases are obtained.
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