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Рассматривается представлен ко функции напряжений дли плоской за
дачи теории упругости для анизотропного призматического тела с попереч
ным сечением и виде прямоугольника, имеющего и каждой точке плоскость 
упругой симметрии, нормальную к образующим его боковой поверхности 
Другие представления функции напряжений » прямоугольных и полярных 
координатах рассмотрены и работах [1, 2| В предельном случае получен
ное представление для анизотропного прямоугольника совпадает с извест
ным решением Файлона для изотропного прямоугольника |3].

Для одного частного случая ортотропии при помощи рассматриваемо
го представления функции напряжении решение первой основной задачи 
симметрично нагруженного прямоугольника приведено к решению квази- 
вполне регулярной бесконечной системы линейных алгебраических урав
нений.

I. Функция напряжении в системе прямоугольных координат удовле
творяет дифференциальному уравнению [4]

_ д'Е п
а։։—--------2с^~------ г (2аи аи)

дх' дх30у
а'Г д'Е сНГ 

ох՝ду’ “"дхду* °иф ’
(1-1)

Решенне уравнения (1.1) ищем в виде

Г(х,у)=еч'+*’' (1.2)

Подставляя (1.2) в (1.1). для определения Л получаем алгебраическое 
уравнение четвертого порядка

апо* - 2а։3։ ֊}֊ (2а։. 4֊ а«)&: 2а^ - ап — 0 (1.3)

Уравнение (1.3) не имеет действительных корней [4).
В случае, когда корни уравнения ( 1.3) простые

= + г4=^։ (1-4)

рассмотрим следующие решения уравнения (1.1)

~ ~ ~ - (1.5)
/; = лх*" •*>+
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Параметры Л и ц определяются из граничных условий и для прямо
угольника имеют бесконечное число дискретных значений (я =
= 1,2,...).

2. Требуя, чтобы на сторонах у 0 и у — Ь прямоугольника 
О а. О у b выполнялись однородные граничные условия для

функций Fm

Л,|^о=О, Л|,.6 = 0 (т=1, 2) (2-1)

получаем

sin >л»։6 — 0, sin pv։6 = О 

откуда

>■ = В - (п. * = 0, ± 1, ± 2,...)
у.Ь

Решение, соответствующее всем значениям параметров л,։ и ph, пред
ставляется в виде

Ф1 = £ | ch (-» 4* <МГ) 4՜ Д. sh — (л- 4- «։^) | sin —■

оо
Ф.= £

*— 1
С\ ch ֊֊- (х 4- скц ) 4- /Л sh (х Ь а,у)

*а<> т.о
. "Пу sin ь

(2.2)

Представляя решение уравнения (1.1) в виде

(2.3)

для р найдем следующие значения:

рп = 1т\{т 1, 2, 3, 4), Pl = а, -Р

Pl = С2 4՜ i'r’j. Рл — Ри Р^= Pz

Независимые решения, которые соответствуют значениям р֊ц 
(т - 1, 2, 3. 4). будут

*<У4Л։*) Му + р.х}
К- I с

^..(у4-р։г>

Рассмотрим функции

?3 = 5։е,(у"։’:4-

А= Эаг<9''м՝

г<о.=м1

(2.4)

Требуя, чтобы функции (2.4) удовлетворяли граничным условиям

£-U=0, Л|_=о (ш = 3,4) (2.5).
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находим

sin >BjO = 0, sin pp.a О

откуда

Н=— (л, i = 0> ±1. ±2.-)
։а Р2а

Окончательно получаем следующие решения:

Фэ V Er ch ֊ ('/ 4֊ *։х) 4- Е. sh h а։х)
«-։ ?ха р։а

. *пх 
sin-----
а

Ф.1
= У I Gn ch — (у аах) 4֊ /Д sh “ (у 4֊ а2х) I sin — 

i-.il. рпЯ гай I а

(2.6)

Общее решение уравнения (1.1) представляется в виде

/■■= f Ф, 
я։«=!

3. Если корни уравнения ( 1.3) двукратные

О = 6։ = За О -h h, С — ։з 0« — С — /V

(2.7)

(3.1)

то рассматривая независимые решения уравнения (1.1) в виде

e>U+։y), е‘(*4.»у) л.с“(х41*\ хе.‘<> •*>)

находим решение уравнения (1.1). удовлетворяющее условиям (2.1)

/•; = У ! Ап ch ֊ (х -| оу) 4 sh ^֊(х 4- 317) 4- 
,֊11 vb *6

4- — I Сп ch — (х -I- оу) -f- Dn sh ֊ (x 4֊ оу) I [ sin (3.2) 
b I 'ib JJ b

Решение уравнения (1.1). удовлетворяющее условиям (2.5), полу
чается аналогично

/•; = У | Еп ch (у ах) 4՜ Ь'п sh (^ 4- ах) 4֊
п-1( ?а ₽а

сЬ-^- (у Е «х) 4՜ »Ь —— (у 4՜ ах ) Кш— (3.3) 
а ₽а ра 11 «

Здесь а -1՝3=р = 1'\ где о корень (3.1).
Общее решение уравнения (1.1) представляется в виде суммы реше

нии (3.2) и (3.3)
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£ !д„ сЬ ~ (х + ау) 4֊ вп зЬ ~ (х -г «у) 4-

4- ~~ I С* сЬ — (х 4- зу) 4 Оп бЬ ֊ (х г °у) } $т ֊ 4֊ 
Ь I *6 уЬ I Ь

4* У '£п сЬ -—{у 4- «х) 4- Е„ зЬ ^—{у 4՜ «*> 4- 
п-1 I. ра ра

4- — I вп с!։ (у -г ах) 4- Н„ $Ь ֊ (у 4- ах) 1 з։п — (3.4)
а I ра За } а

Если я (3.4) подстапим а = а = 0иУ = р- 1, получим общее пред
ставление функции напряжений для плоской задачи теории упругости 
изотропного прямоугольника [3, 5]

ОО
Г = £ [ЛпсЬаЛх f-5„sha.,x 4՜ «лХ (Сл ch алх 4՜ Dn sh алх)] sin япу 4- 

л —1

4՜ £ [Ел ch $пу 4- /„ sh 3„у }■ 9лу (Gn ch 3„7 4- Нп sh Вл։/)] sin p„x 
л—J

*n где <։„ = —» 
b a

4. Рассмотрим первую основную задачу для прямоугольника 
— а х ՝С а, — Ь у и, материал которого обладает свойством орто
тропии частного вида. Предположим, что корни уравнения (1.3) чисто 
мнимые и различные

3|,s=±*i. Чч=±п։, *а>Л>0
причем v։, v. удовлетворяют уравнению

anv‘ — (2а։։ 4- aee) >2 4֊ а։2 = О

В случае, когда прямоугольник нагружен симметрично относительно 
обеих его ocei< симметрии, имеем следующие условия симметрии и гранич
ные условия:

U (0. У) = *.<, (о, у) = V (х. 0) = Т.гу (х, 0) = 0 (4.1)

d'F 00
= tv = Л iv) S еш cos °пу

иу“ л—t
при х = а, 0 < у <Z b (4.2)

d։E 00

= Л (х) = £ еи cos Ьпх
при I/ = Ь, 0 < X <՜ иОО

= А (х) = 5} е4п sin ЬпХ
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где ап = ijb, bn - 7,/а, *„ ֊ (2n - 1) '/2, /։, /3, Л — заданные функ
ции, кусочно-гладкие в соответствующих интервалах.

Требуя, чтобы функции ( 1.5). (2.4) удовлетворяли граничным усло
виям

# -м =ф|

ÖX ,„0 |х=>о dy ly-0
2; т = 3, 4)

получаем представление функции напряжении

Пх, у) У ( А„ ch х 4֊ Вп ch -°п х ) cos а„у Т 
п-i | \ *։ vä / 

4- (С„ ch bn՝txy 4֊ Dn ch bn^y) cos bnx

Условия (4.1) выполняются при любых Ап,..., Оп (п = 1, 2,...). 
Удовлетворяя граничным условиям (4.2). получаем уравнения для опре
деления неизвестных Ар,Г)Р (р = 1, 2....)

Л,сЬ-^-+S,ch֊^= ---у
d, d. а2,

Ср ch - d, т Dp ch - d, = — —у
"я

</,sh </, + d.

ОЭ -j3 /
= 2£(

m—։ X

sh еЪ>
dn Gf,bp

(4.3)

d\ ch d1 , (Ü ch l„d։ 
1^4 -r; ” Ы м2

C,dx sh i dx : D,d> sh ^pd2-------=
apbp

где

di-у,— (z=l, 2), p=l, 2,... 
а

Исключая неизвестные В,,. Ор из (4.3). получим совокупность двух 
бесконечных систем линейных уравнений

<*т„<л с.А,и, = 2 
dxd.

ср1.Р = 2(<г5֊^) £( -1)

ch-2f- 
dx

chi- 
di

чн 
лр f2 ch -~ d,

(4.4)

ch 7 pdx 72 ch f dx • р 1 * пр •р ’р *
А е2₽
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и, = </, Ж -֊֊ — < ։Ь ֊, и,= <1г 1Ь 7/, — </, 11։ 7яс/։

- (1-+ -^)(т’+ $)' г"'։ = « + 'И>
е;,= <</и։б[е,,+ —-^։Ь-^- +2-2-2 ( 1Г'-^-,| 

а 4 ь 2 т; ।
•* 1 </’

'- - •* I'- + 7 "»■" ’•'֊+։7Э- "™ тея֊]
Обозначая

л = с.(֊1)‘1 г. д.(֊1)"-Д^сь-Ь-
I с/։ <

из (4.4) получаем

6., К. 4 С<4 
■—։

где виедены обозначения 

а"՜ ’

= £ аядЛя 4 с},0, р = 1, 2,... (4.5) 
м—։

, . Й«. _ 4(<Я- </?)
о• 3 — ------------— .

б’«’1 — (о* 4- с/|) (5; 4֊ о^)

(«)_ (— 1)*е։» а) _ (—1)'1Г <е2д 
— 1 1 -

к </։ и, V,
При больших р имеем оценки

(4.6)

. 1х 1пх 
где г - ֊> «р (г) = ~Т~1՜
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При получении оценок (4.6) использовано неравенство (при больших 
V)

у _________ п_________ 1 3 , 1 1п г 1 у _ _ -х
«-из.... (я«4֊и’)(п4Ч-^) н2[“г 1 4н 2(^-1) Г и

(4.7)

которое будет доказано ниже.
При г > 1 ф (г) < I. Тем самым, при больших р сумма коэффициен

тов в уравнениях (4.5) не превосходит 0.64. Свободные члены этих систем 
стремятся к нулю. Следовательно, совокупность систем (4.5) квази-вполне 
регулярна.

Для доказательства неравенства (4.7) вводим функцию

/(•*) =

Пусть хт и хп — соответственно точки максимума и перегиба функ
ции / (л) для х > 0. Тогда имеем

и 
?3 н|' 3

Пусть Хг. лежит в интервале [2/V 1, 2Л՛' 1), где Л'— натуральное 
число. Тогда

2N-3
S [/(п)+/(п + 2)]< /(х)о’х,

п—3, 5„„
Л’>2

2 S

1. 2Л'*3.

з

откуда

У /(л)</(1) + ±/(3)+-1/(2^-1) + 4֊(’/(х)</х (4.8)
л-цз... 2 2 ,)

з
Для больших и имеем

-1/(2Л-1)</(2ЛГ+ !)</(*,) </(и) (4.9)
«о

С другой стороны.

1 , 9-I-22«’ . In z-------------- |п <   
2(?֊1)и= 9 + «’------ (z’-l)u։

(4.10)

Из (4.8) — (4.10) вытекает неравенство (4.7).
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5. Проведено численное исследование для задачи растягивания квад
ратной пластинки (а = Ь) симметричной нагрузкой, расположенной по 
некоторому участку границы. Заданные функции /......../\ и граничных
условиях (4.2) в этом случае имеют вид

Л («/) = ■{ при 0 у <А с 
при с<\ц<а

7
О

при 0 х с
при с \ х < а

/Ау) = 0 при 0 < д < а 
/Их) = О при 0<х<^о

Вычисляя коэффициенты е1л, ... , е4п, получим

2д б։п е?п с
е1п = еЪ = ------ - ------- ' в2л = «4л ֊ °’ £ = ~

։ л а

В совокупности (4.5) свободные члены имеют вид

с(1) = 2 ( 1)*,</1</>а;д 
1 ^^рПр

1 »к • (-1)4 . % 1— 1Ь —— 51П ет - т---- --------------₽ сЬ’г/с/, |

ст = 2(- , . ( — 1)₽ 5Й е’(.г/, 1

В центре пластинки (х = 0. у = 0) нормальные напряжения опреде
ляются формулами

о„ (0, 0) = А. у (^с„ + ЛД, - А„ - В’„) 
а л-1

1 00 / /4 /? \’„(0.0)’ —у-’(^+֊-7֊ с„ д 
а* „_։ \ <11 </2 /

Вычисления проведены на ЭВМ ЕС-1022 для разных значении 
8 (е = 1; 0,75: 0.5: 0.25; 0.1) н трех разных ортотропных материалов՛ 
I) слоистый стеклопластик Ортогонального армирования (2:1). 2) березо
вая трехслойная фанера, 3) БФС. 7 мм, 7 слоев. Для этих материалов 
1) г/, - 0,4444: </., 2.637: 2) di ֊- 0.3442; </, = 4.1087; 3) </,= 0.373: 

<4 = 3.262.

Значения = (2а/р) о>։ (0, 0), з2 = (2а/р)-з^(0, 0) и г = а։ ф- а։< где 
Р — 2дс, в зависимости от - приведены в таблице.

| 1) </,=0.4444; < 2.637 |2)</, 0.3442; </э = 4.1087՝| 3) <7, 0.373; </.=3.262
Таблица /

с 1 0.75 0.5 0.25 0.1 1 0.75 0.5 0.25 0.1 1 0.75 0.5 0.25 0.1
1 1.197 1.566 2.133 2.439 1 1.245 1.768 2.849 3.719 1 1.23 1.685 2.485 3.001
1 1.195 1.519 1.927 2.113 1 1.258 1.709 2.377 2.739 1 1.233 1.64 2.217 2.516

0 2 2.392 3.085 4.05 4.552 2 2.503 3.477 5.226 6.458 2 2.463 3.325 4.702 5.517
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Отметим, что в случае к = 1 совокупность систем (4.5) имеет конеч
ное решение

к—Д <п = ։.2....) 
«Л 0.

ГЛС

V ։/3՜ у* 4 </?-}- 1 -Хх = I <Х, Г, = — -֊=Г х, X =----- ‘ а<>
I »: х «э—«։

Сравнение величины о, полученной в данной работе и и работе [5], 
показывает увеличение п в случае рассмотренных здесь ортотропных ма
териалов, причем ото увеличение тем больше, чем меньше* Е. С другой сто
роны. дли рассмотренных материалов Е, > Е. (Е, и Е։ — модули упру
гости вдоль главных направлении) и. хак видно из таблицы, и, > <т։ в 
большинстве случаев.
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Ռ. Կ ւԼԼ14’ՍԱՆՅԱՆ. <*- Գ. OAMrtlU

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՈԻՂՂԱՆԿՅՈԻՆԱՃԵՎ ՍԱԼԻ ՃԱՄԱՐ ԱՌԱԱԴԱԿԱՆՈԻՒՅԱՆ ՏԵԱՈԻ- 
1*ՅԱՆ ՀՍ.Ր(> ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԻ ՆԵՐԿԱՅԱՑՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ամփոփում

Դիտարկվում Լ ուղղանկյունաձև յ այնա կան կտրվածքով անիզոտրոպ 
պրիզմատիկ մարմնի առաձգականության տեսության հարթ խնղրի համար 
Լարումների ֆունկցիայի ներկայացում; Դիտարկվող մարմինը յուրաքանչյուր 
կետում ունի իր կողմնային մակերևույթի ծնիչներին ուղղահայաց առաձգա
կան սիմետրիայի հարթություն։

Օրթոտրո պաթյան մի մասնավոր ղեպրի Համար լարումների ֆո ւնկցիայի 
զիսւարկվող ներկայացման օզնոլթյամր սիմետրիկ բեռնավորված ուղղան
կյունաձև սալի աոաջին հիմնական խնղրի լուծումը քերվում է գծային հան
րահաշվական հավասարումների քվադի-լիովին ոեզոլյյար անվերջ սիստեմի 
լուծմանրւ

A PRESENTATION OF THE SOLUTION OF PLANE PROBLEM 
OF ELASTICITY FOR AN ANISOTROPIC RECTANGULAR PLATE

R. K. ALEKSANIAN. J. G. APIKIAN

Summary

A presentation of stress function for plane problem of elasticity 
for an anisotropic prismatic body with rectangle cross-section, having in 
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each point a plane of elastic symmetry perpendicular to the generators 
of the lateral surface is considered.

For a particular case of orthotropy with the aid of the considered 
presentation of stress function the solution of the first main problem 
of symmetrically loaded rectangular plate is reduced to the solution 
of quasi-quite regular infinite system of linear algebraic equations.
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