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О ВЕРОЯТНОСТНОМ РАСЧЕТЕ СТАТИЧЕСКИ-НЕОПРЕДЕЛИ­
МЫХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ ИЗ НЕЛИНЕЙНО-

ДЕФОРМИРУЕМОГО МАТЕРИАЛА

Как известно, напряжения, возникающие в стержнях статнческн- 
недпееделнмых систем, зависят от д формативных характеристик этих 
стержней. Как правило. параметры, определяющие связь между деформа­
циями и напряжениями, принимаются достоверными и приравниваются 
усредненным из достаточно большого количества соответствующих экспе­
риментов. Однако, у элементов реальных конструкций параметры, опреде­
ляющие деформационные свойства. не будут тождественно равны их 
усредненным экспериментальным значениям, причем расхождения эти бу­
дут тем больше, чем больше разброс экспериментальных данных, несмотря 
на то. что эти усредненные данные являются наиболее вероятными значе­
ниями рассматриваемых параметров. Этот вопрос приобретает особое зна­
чение в условиях ползучести, когда разброс деформационных кривых зна­
чителен.

В настоящей работе рассматривается вероятностный расчет стати- 
чески-неопределимых стержневых систем, целью которого является опре- 
дслеяие вероятности того, что напряжения в стержнях систем заключены 
в произвольно заданных пределах. В терминологии | I] задача сведена к 
определению вероятностных свойств выходных параметров на основе ве­
роятностных свойств стохастической системы. Определяются аналитиче­
ские выражения для функция распределения выходных параметров без 
каких-либо ограничений в отнрщенни изменчивости случайных величин, 
определяющих деформационные свойства материала.

I. Постановка задачи. Задаются функции распределений параметров. 
Определяющих деформационные свойства стержней некоторой статиче- 
ски-неочр® делимой системы, и ищутся функции плотностей распределений 
напряжений, возникающих в этих стержнях.

В качестве плотностей распределения основного параметра ползучести 
здесь рассматриваются исследованные в работе [2] нормальный закон

/(*) = !. ) 2п/3 ехр[(х-т)=ДО] (1.1)

где т—коэффициент при функционале ползучести, гп — среднее арифме- 
•

тнческое его значение, .9 — выборочная дисперсия.
И1 тип распределения Пирсона
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= I а:х:'ехр(- ах )/Г (7). 0<х<ос, 7 > 1
I 0, х < О

т пг _где а = ~՛ у — 1 — гамма-функиия,
£) й

(1-2)

а также распределение

__ / (^х" + сх<) ехР ( о2*2)» 0<'х<сю, 6>О. с>0, п > О,

(О, х<0
(1.3) 

где

(/г — п) т 
а = ~~---------------
4 (X) ֊Ь т2) п)

к н п — коэффициенты, подлежащие подбору при удовлетворен и и ряду 
условий |2}. Положим, что соотношения между деформациями и напря­
жениями и элементе / системы могут быть записаны согласно какой-либо 
из нижеприведенных теорий:

£/ = х. ^;/(0 (теория старения [3])

—- = (/) (теория течения |3|)

&;•՛₽= х‘‘? =,(О + |К(6 

О
(теория наследственности [4])
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дг.
= х} 5]՜'' (гипотеза уравнения состояния [4|)

ег= а$՜2’(•) (') <*с с/՜ (вариант теории разупрочнения [5]).
доУ о

(1.4)

2. Двухстсржневыс сгагически-неопределимыс системы. Рассмотрим 
задачи а—д, показанные на фиг. 1. Уравнения совместности и статики за­
пишутся так:

Фиг. 1.

з2 = Р-у<01 (2.2)

где значения ?, 1| и Г, соответственно рассмотренным задачам, можно 
взять из табл. 1 (индексы приняты соответственно номерам стержней).

Таблица 1

Задачи а б 1 Л

1 1
81п Й, СО5 3э

а,/: 51п /а

р ֊Р/Р, -р/л дг/г։ М Р
5Ш Г2СО8 й

ггт3 №
Руах $ш Рь

Л Ла, $т со-5 5
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Решая уравнения (2.1) и (2.2), согласно любой и? теорий (1.4), по­
лучим

», = ГТ1'’ [(*։/*»)՛" + V՜'1" I՜1 (2.3)

Здесь и впоследствии для отрицательных значений аргумента степен­
ная функция продолжается нечетно; х՛՜1 |х՝Л sign л.

Рассмотрим распределение у, определяемого равенством

</ = [(х1/х2)1,, + 0]-1 (2.4)

в зависимости от распределения х, и Для этого достаточно зафиксиро­
вать некоторое значение.։/ и определить область изменения х, и л... в кото­
рой значения у, согласно (2.4). меньше фиксированного, а затем я этой 
области осуществить интегрирование плотности распределения / (л,, х-.). 
При этом для функции распределения 6՝(у) согласно [6]. (с. 146). по­
лучим

О /.(•«.) Л *
I /(х։, х>)Ле» 4֊

(2-5)

п /.<*•> 
а - У(х.) -«*»)

с/х1։ (2.6)

Р
где (х։) = х/Л у (х2) = х։ — — О

Для плотности 
и (2.6)

У 
распределения g(:/l = dG(y)jdy получим из (2.5)

$(</) = 
У

(2.7)

Отметим, что. вследствие независимости деформационных свойств стерж­
ней друг от друга.

/(•V։» *г) =/М/(хй) (2.8)

Принимая, что для распределения параметров х։ и х имеет место нормаль­
ный закон (1.1). после ряда выкладок получим

'1 _ ,П2 |
5 ЗД| ч/

p|j֊C[ exp | к (у) 

^y֊VD.D. _L ± 01 
2/)։ у

X ехр[—2 (։/)] {- V (.у) erf J- ^(։/)j, — 4 у < <х (2.9)

L՛



где 2 cv)=4՜ 
4

1

2Р։Г Ъ AI
а индексы при т и й соответствуют номеру стержня. 

Плотности распределения о։ и а. соответственно

?.(’,) -;г,г(;՛"=./>')/!'

?,(->)= 4-'М-Чт {1") 
1?Р \ /

запишутся так:

(2.Ю)

(2.Ц)

Для определения вероятности р нахождения в произвольно задан­
ных пределах, напри.мер достаточно проинтегрировать
(2.10) или (2.11) в этих пределах

р(1.<с.<0-.)= (2.12)

«г

При использовании более точного для описания ползучести [2] рас­
пределения (1.3) после ряда выкладок получим

?(») = ֊(֊ ֊4'4 (— -’YVCff. п,)Ь,+с,Т(у. п„ к,)]+ 
У՝ У / ։ X У /

+С։(‘7~(1)! А1) + <!’7(^ tj՛Л։>1}' 0<v<V (213)
£(!/) = 0, у<°и </>-֊

где

T(!h п, к) ֊- : а’ + «?(֊֊ О?
2x2 / \ у /

Менее громоздким оказывается выражение £(у) при использовании для 
л։ и л'; распределений Пирсона III типа (1.2)

i ~ ?У * а‘‘ а?’ ~ ' ‘ | а’ ( ~ ~ т аа
I (71)1 (Ъ) I \ «/ 7

(2-14)

Я (у) у <0 и у> —
9

Отметим, что использование нормального закона распределения (1.1) 
для параметра ползучести х вряд ли приемлемо, так как для х имеют смысл 
лишь положительные значения, с другой стороны, в этом случае выраже­

ние (у) (формула (2.9)) менее удобно для применения, чем формулы 
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(2.13) и (2.14). Это усложнение усугубляется при рассмотрении более 
сложных задач, вследствие чего ниже будут рассматриваться лишь рас­
пределения (1.2) и (1.3)

3. Т рехстержнсвъи стагически-нсопрсделимые системы. Рассматривая 
задачи а—с. показанные на фиг. 2. разделим их на три группы. Для за­
дач а. 6 и п, входяших в первую группу, решение уравнении статики и 
совместности деформаций дает

Фмг. 2.

где li. = rh 1, = 0։ — >.j 1, /, = 9։).։ причем для задачи а

°i = SA. 4 = V5p pi = <r''\. рз = <7^'4. Р, = ф-/Й, 

для задачи б

t) f?u,sin ?8 ; /xo«sin За \։ * ։ f sin / ^Qjsin S, \1
FjOjSinpj \ /։a։s։n?j / 1 /'xaxsin^։ \ i3at sin 3։ /

Р,= —. 1 = 1, 2,3
F/ ai sin

для задачи п

8



11оложйм

У = [1 + \ (х./х,)1» + >, (х։/х,)’'₽ ]֊’ (3.2)

Аналогично процедурам п. 2. а также учитывая х, > 0, что соответ­
ствует (1,2) и ( 1.3). получим

со со г,(у) со

£(«/) = | £։а(*)<^ 0<«/<1 (3.3)

с։(у) о 0 г,(у)

где г! (у) = (1/у — 1)г О,՜’, г„ (у ) = (1.,/ — 1 01х '₽) а через (х;/)
обозначена плотность распределения /-г;-= х./х , которая определяется 
так:

(*„)

*'։>
_<1_

«• х } Ч/
\Цх{)<1Х; /(х(.)</х,.

о о

(3.4)

Для распределения Пирсона III рода (1.2) из соотношения (3.4) по­
лучим

(3.5)

Отсюда для Д (у) находим выражение

Г(7/+7 ֊1) 7,7/ 7,֊1
(*/? “ ~ П7.)Г(Ъ) а> хо (а/ ~ а-7о)

(3.6)Х(1֊֊е1/РГ‘՜’ ;Т։՜’^. 0<։/<1 

я (/;) = о. у <о, у > 1

Аналогично и. 2 здесь имеем

?lW^V։>gW1>)
<3-7)

р «;) = ?։(з,)^։

Для вероятностного расчета п. достаточно в формулах (3.6) и (3.7) поме­
нять местами индексы 1 и 2. для расчета же оа — индексы I и 3.

Если распределение (1.2) для основного параметра ползучести х не­
удовлетворительно для описания разброса экспериментальных данных,
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представляется целесообразным использование распределения (1.3). в ко­
тором путем выбора показателей к и п возможно приближение к экспери­
ментальным данным. Для нижеследующих аналитических выражений рас­
пределение (1.3) в применении к г'-му стержню удобнее записать в виде

/,(*,) = ‘Е Ь^х '' ехр / = 0 < х < оо (3.8)
/-1.2

После ряда выкладок получим

4^1 {У?у֊

х Г Г^4 * 6"*4-1) г (п'/ + п/41) (Му - п51՞1'4х

Ч :(у) 7.<у)
= ( 521(у)^(

6 о

где

1 "ь- ~ь Л2* ~՜ 1

X у |аН »?(։/»-։>” ^”5’] 2 х

»1? 4 Л2?~Г 1

?Лы4 р — ]
X; (1-0 <£, 0<.у<1 (3.9)

8 О/) = 0» у < 0, у > 1

где суммирование производится по всем комбинациям /. А, !, принимаю­
щим значения 1 и 2, то есть в данном случае складываются из 16 членов. 
Использование (3.9) для вероятностного расчета о,. п. к пЛ совершенно 
аналогично вышеописанному использованию (3.6).

Рассмотрим теперь задачу I (фиг. 2). Напряжения в стержнях опре­
деляются формулами

где у7/ =. х.1х..
Функция распределения 6’ (у) для (3.11) в предположении х. > 0. что 
соответствует ( 1.2) и (3.8), запишется так:

0<У< 1 (3.12)
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a £։։(''•) и gji(*) — плотности распределения и хз։. После ряда 
выкладок для плотности распределения # (»/) — dG (y)ldy соответ­
ственно 111 типу распределения Пирсона (1.2) получим следующее 
выражение:

^(у)=рш;։ :։ а* 'д1Т։

I У
П ,Г(7, I Ъ- п Г (Т14-та-у у(^ъН1 

Г2(71)Г(7г)Г(73)Г
X

Г । ֊/ МУ \p]l~J*-Ti ц • ц)у у ։-т.-Т>X а, + а։-.( .֊^ «1 + ~ {֊֊ ) (1 ֊ Q X
J L ՝1 — У/ J а \1 —у/

(I-О’՛-1 Л. о<«,<1 (3.13)

я (у) - °. У < °, У > 1

соответственно же распределению (3.8) или. что то же, ( 1.3) будем иметь

. х Р nhi / / / у, 4K«n+«t/)—1 р(л?л4-л3/4-2)—Ig(y) = — У « У6п61?.61ч6Л/(1 - у) у X
4 /.i. i

r / nn : rl2k + 1 \ ( nir nsi i' 1 \ >'[nu +֊ n:u ՛ 2> .
X Г ---------5--------) I --------- J-------- J »

ni« n2k + 1
X f[a; (1 ֊ y),f + a- «^"1 X

0

л։;4՜ лз/4-։ _
-------- 9--------  Л2* nai

X[a?a2(l f/Г 4֊a|«>V41 02J « (l֊c0 d-f (3.14)

0 < у < 1

S (у) = 0, у <0, ,y>l

Принимая a = ш 2/'г А (cos *)’ 11' ('2IJG)1 при сравнении
(3.10) и (3.11) получим

(’։) = g (1 4֊ ֊֊ Гл cos р) (3.15)

f . 2F,cos? /. 2 п(=з) = -----------g ( 1 4֊ у />j cos И

Рассмотрим теперь задачи g и в (фиг. 2). Для определения напряжения 
а, получим уравнение
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Л (5Х) з — $։ (1— Ь:х): х^/хг ~ $2(1 — х3/хх = 0 (3,16)

где для задачи д

для задачи е

(«,— а,) а?/а / Р\т
51 " («, ’

6 = (1 al|a3)FJP,

(а, - а^аТ/, 
х։ =----------------------------------- --

(«з~ «1) (а։ —«1) /х

с = (1 - ах/а2) Р,/Р

Функция распределения <7 (о,), согласно (3.16), при условии х. 0 опре­
делится так:

(3.17>

где

1 — Ьх
■«*-2,(1 -ЬхГу 

22(1 — сх)р

В применении к распределению Пирсона (1.2) отсюда получим 
дующие выражения для (|,(сг։) -плотности распределения а։

« , ч _ Г (Ь }- 7а — 1) Г ( Ь 73 — 1) ‘

нижесле-

Г»(71) г (ь) 1՝(ъ)(1 - бз,)”’ (1- <згГ+1

X 1
0°

«1 I- «։
22(1-с31)”

X (3.18)

51 /,
Ь
Г

V

*»(«•. Х>

о

л о

1

X р“։(1 - ;)'։՜’

о
ь

1
ь

X

с ■1+(6_с)
I —

1_ 
ь

^<л ‘о?<1:?Г(71-На ֊ 1) Г 4֊ 7з — О ' ь՜1'՜
2?21'Т:(11)Г(7։)Г(-;,)(1 С3>)"",(6=1 -])”•

X

Д1г

X
а2=!Л I ■

2։(6з1-1)р
л „ 4-г)

։ °3 2։(1 -с=)?
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(3.19)

«з-i

?ւ(ն) 0 при < о, ?t>— 
с

3 применении же к распределению (1.3). получим

, . ? V , , , , t~(nU Ь + 1 V/՜ Պ/ + «3/ + ^?յ(ն)~ ՜4՜, Ճ 6u6?a/ji,6:uI Լ-----------------Jf Լ------- —------)x

n\i n\; 'zni/~1 P"։,- lp(«2i-rn։» ri)
X2| 2շ '(1-€Պ) (1֊6ն) պ

(![1 - ձ^, + 5 (Ä-c)o,]l"a(l-■)'%; 1
ւ----------------------- —----------------------- и ՀԼ Յյ <_ — (3.20)

пм 1 "2i~H
Qi = Г«։^։ (l“^3i)? 1՜ «*՝ ։‘3Î J 2 (օ?Զշ(1 — сах)2? +

M Язг-М
i - • ■ \Л1 ՜-ra:f3| (։ - ;)-]

= 4 S МАМр^-)г("’- ^Ь)х 4 Հ /. к. I \ շ / \ 2 /

_L<31<_L (3.21)
J ()■> be
о 

ni/ 4՜ - 1
Q' = [oîeî (4=, - 1)*+ al =>?] 2 [Օ,՚2’։(1 - сз,)5'+

Պ - — n3t + 1 շ 
+ebr(l 4- о2]

? (а։) = 0 при з։ <о, =1 > 1/с
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Плотности распределения п_ и <։. определяются по формулам

֊2 (-2) ^2?։ ( “Г

(3.22)

где для задачи %

^(<*3—ДИ . Л3 (од — а .)
/Иа3 — «!> “ Д1)

а для задачи с

4. Расчет ни прочность. Положим, что прочностные характеристики 
стержней являются достоверными. В этом случае задача сводится к Опре­
делению вероятности р/ выполнения условия

;=1,2,... (4.1)

где [а,] —значение допускаемого напряжения для стержня I. Принимая 
~(СЯ и 3г = [3;]’ искомую вероятность можно определить соот­

ветственно по формуле (2.12). Если прочностные характеристики рас­
сматривать не как достоверные, а с учетом разброса их эксперименталь­
ных данных, то. обозначая функцию распределения [\| через /,([з։.|), 
запишем формулу определения вероятности р(, с которой удовлетворяется 
условие прочности (4.1):

/((3,])^[3,]^ (4.2)

5. Численный пример. Рассмотрим двухслойную трубу под действием 
внутреннего давления (фиг. 1. задача в), принимая, что оба слоя трубы 
имеют одну и ту же толщину (6, = 5. = 6) и изготовлены из материала, 
разброс механических свойств которого можно описать распределением 
Пирсона. Плотности распределения напряжений в слоях 1 и 2 можно опре­
делить согласно формулам (2.10), (2.11) и (2.14).

В зависимости от разброса О^'т2. показателя Х( механических свойств, 
определяемых уравнениями (1.4), в табл. 2 даны вероятности того, что на­
пряжения о, и а. не превосходят п, для которого слева таблицы даны зна­
чения -зо/дг.
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Значения вероятности р (г;. Հ з)
Таблица 2

ib/qr -U
? =-Д=ол

/П3
= -2?-0.2 

ո։ շ ՜1
«1

= -^=о.з 
՞՛շ

ճձ _Լ. 
ո։ ֊ 3 ՚

0.2 
տ շ

для з. ЛАЯ Ժյ
0.1 0 0.0009 0.0086 0.0015 0.0071
0.2 0.0007 0.0197 0.0579 0.0264 0.0517
0.3 0.0285 0.0988 0.1631 0.1024 0.1559

0.4 0Л4‘>7 0.2665 0.3174 0.2720 0.3208

0.5 0.5 0.5 0.5 0.4753 0.5247
0.6 0.8503 0.7335 0.6826 0.6792 0.7280
0.7 0.9715 0.9012 0.8369 0.8441 0.8976
0.8 0.9993 0.9803 0.9421 0.9483 0.9736
0.9 1.0000 0.9991 0.9914 0.9929 0.99Տ5

Отметим, что согласно достоверным значениям параметров .\г, как это 
делается в обычных расчетах без вероятностей, мы имели бы

p(Sf<0.5-£j«° « р( =/>0-5~) = 1, /=1.2.
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Ա, Մ. 11|՚1ր(1ՆՅԱՆ 
linV’b ՊԱՅՄԱՆՆեՐՈԻՄ ՍՏԱՏԻԿՈՐԱՆ-ԱՆՈՐՈՇ ՍՈՂԱՅԻՆ ՍԻՍՏԵՄՆԵՐԻ ՀԱՎԱՆԱԿԱՆՍԻԹՅԱՆ ՃԱՏՎԱՐԿԻ ՄԱՍԻՆ

IJ. մ փ ո փ ո ։ մ
Ինչպես հայտնի Լ նյութերի սււղբի վերաբերյալ փորձարարական տվյալ­

ները ունեն բավականին մեծ ցրված ut թչուն և սովորական հաշվարկները, 
որոնը հիմնված են տվյալ մ իշինացված, արմ ե բների վրա հուսալի շեն հանդի­
սանում։ Այս աշխատանքում որոշվում են տարրեր տեսակի երկու և երեր սաւս- 
տիկորեն֊անորո չ Հողային սիստեմներում /արումների բաշխմ ան խ tri ո ւթ յուն - 
ներս' Հիմնված Հողերի մ ե խ ան ի կա կան բնութագրերի ստատիստիկական ցու֊ 
ցանիչների վրա» կիրաոված ձեր հնարավորություն Լ տայիս որոշել լարումները 
դսւնեյու հավանականությունը ձողերում ցանկացած տված սահմա՛ններում' 

ինտեղրեչով լարումների բաշխման խաոէթ յոլնր Ա՛յգ սահմաններում ։
Որպես ֆ/ոնկցիաներ գեֆորմ ացիսն բնութաղբերի բաշխման համար ղի֊ 

ասէրկված են նորմալ բաշխմ ան օրենրր, Պիրսոնի բաշխման 3՝րգ ււ'իս1բ> ինչ­
պես նաե բաշխման մի նոր տեսակ, որը փորձարարական հիմնավորում / 
ատացել մի շարը նյութերի համար։

է/րպեււ օրինակ Լ քննարկված սւպրի վիճակում ղտնվող երկշերտ իւււղո֊ 
'[ակի ամրության հավանականային- հաշվարկը ներրեն ճնշման պայմաննե­
րում}
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ON PROBABILITY CALCULATION OF PIVOTED 
STATICALLY-INDEF1NITE SYSTEMS TAKING ACCOUNT CREEP

A. M. SIMONIAN

Summary

Experimental properties of creep of materials have considerable 
distribution and therefore the usual calculation based on the overage 
data of these properties are not hopefull. The distribution densities of 
stresses in different double and triple-pivoted statically-indefinite sy­
stems on the basis of statistical data of mechanical properties of 
pivots are defined in this work. It becomes possible to determine 
the probability of finding the stresses in any pivot in the arbitrary 
given limits by the integration of the stress distribution densities 
in these limits. As a distribution function of strain properties the 
normal distribution, Pearson type III distribution and a new type of 
distribution are considered each having experimental confirmation for 
some materials.

As an example the probability calculation of two-layer cylinders 
under internal pressure is considered.
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