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НИКОТОРЫЕ НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ УПРУГОЙ СРЕДЫ. ГРАНИЧАЩЕЙ С ЖИДКОСТЬЮ

Рассматриваются задачи о соударении упругих плоских и осесиммет
ричных г с л, граничащих с жидкостью и дпижущнхеч н протнносголожных 
направлениях со скоростью V. Метод решения динамических ։адач тео
рии упругости для изотропной среды предложен Смирновым и Соболевым 

I 1|. Решение ряда задач динамической теории упругости методом Смцр. 
нова Соболева и методом интегральных преобразований получено в 
(1—6). РешсНИС динамических задач при наличии ТрСЩПН Да НО и [7. 4]. 
а I применением метода Каньяра |8| —в работе [9]. Близкий по идее 
к |8| метод обращения интегральных преобразований с приведением ре
шения к форме Смирнова—Соболева развит в [10. И. 12. 13]. Примене
ние указанного метода к задачам с трещинами дано и ] 14. 15]. Задача 
соударения плоских тел (стержней) со свободными поверхнетями мето
дом [ 3] решена я (16. 171 Задача соударения цилиндрических стержней 
со свободными поверхностями решена в | 18].

11лоская и осесимметричная задачи о соударении тел при наличии 
смешанных граничных условий методом [И. 14] решены я [ 19].

В настоящей работе дано решение плоских и осесимметричных задач 
соударения упругих тел, граничащих с жидкостью. Определена асимпто
тика задачи соударения тонких стержней. Для задач со смешанными гра
ничными условиями определены коэффициенты интенсивности напря
жений.

$ 1. Рассмотрим формулировку граничной задачи соударения полу- 
бесконечных упругих тел, ограниченных поверхностями прямых двугран
ных углов, которые по терминологии 
работы | 16. 17] называем стержня
ми, и граничащих с сжимаемой жид
костью, (фиг. 1).

Если бы стержни были беско
нечными в обе стороны, то задача 
была бы одномерной по х, где ось 
х направлена вдоль поверхности 
стержней параллельно скоростям их 
движения, и для проекций переме
щений и, V на оси л, у имело бы 
место |14] в условиях неупругого

Фиг. I. 

соударения стержней
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— = ֊ иоз(л -а/)4֊иоо(- x—at)

Uo= О
Ox a

Вводя двумерные возмущения Ь1 = и и*, 
ния движения для упругих сред при у > О

V = U, можно записать уравне

д-U ^)ZU
—— Q՜------------ г-
01֊ дхг

.^U , . 2 ....Ь- - 4- (а՜ /г)
<>У

д-У
Оу Ох

d՝V ...о֊ У
ТТ ~ ь ot~ Ох-

.о2 У < ’ а՜------г (с — b՝)
<>У

<PU 
дхду

(1.2)

Уравнения движения жидкости в полуплоскости у <С О имеют вид:

°։d = WA
0(- \ Ox֊ dyz /

±1д = с֊7^1^ <**Н\
Ot" \ Ох- ду: /

(1.3)

где а и b — скорости продольных и поперечных волн соответственно, и (л)
есть единичная функция, с. — скорость волн в жидкости. ГI ре д положим
что на границе у = 0, — оэ . < х < оо удовлетворяются следующие гра

■

нкчныс условии:

к^- + с^ + к^.
Ох Оу дх р \ Оу Ох /

— + — -;0, И= И„ А-«а=-26։
Ох Оу

Переходя к преобразованиям Лапласа и. V, и„ 1| от с. V’, С'„ и, по 
граничные условия можно записать в виде

л- 2k А , ои.)
<)у as р \ ду 1 Ох /

(1.-oV OU
Ох Оу |/= I/,

где 5 = - {(о есть параметр преобразования Лапласа, а р, р, плотность 
соответствующих сред. Ищем решение уравнений (1.2). (1.3), записанны:
для U, V, Ul։ V,. в виде

lz(n՝e d'J.

(1.
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*pOO = o;fti — ~g p
(a2֊6>£ ’ 1 F, 1

?-=( ^T՜*2՛ Fj=- ]/ ֊^֊ . cx = a, c՝-b

Подставляя (1.5) в (1.4) и проводя обратное преобразование Фурье 
по х, получим алгебраические системы уравнений относительно б/1'’« 

и , решение которых дается в виде

gt1) _ zXV06-a ft; '/՜,
Л и К (?) ~а'՛ 3? R {а)

р- =  /АГУ>а33 - _
63

(1.6)

/?<а) №ЧШ]-Ц֊‘ t'
где R (а) —(рункпия Рэлея, которая имеет только два корня, находящих
ся на вещественной оси [20].

Подставляя (1.6) в (1.5), получим решение поставленной задачи, пе
риодическое во времени. Обратное преобразование по !, соответствующее 
решению нестационарной задачи, имеет вид

я+/-
U; V- И։ А_ С 7/. (7: 1/ ^' ds

•2-, JО— I
(1.7)

При применении обратного преобразования Лапласа по / введем вместо
•з переменную (« — $ — з — г, р — где □ > 0 и мало).

Существенными окатываются окрестности точек а = аП| для которых 
выражения в экспонентах обращаются в нуль

Л(«м)=0, /д(а) — ах ֊ Ъп(*)у, п = 1. 2, 3 (1.8)

причем сопряженные значения ая также удовлетворяют (1.8). Как 
показано и [11], можно контур интегрирования — <^а<^со заменить
контуром Г„. проходящим через указанные точки ия, ап в направле
нии 1т («х- гЛпу) — 0. Вычисляя интеграл по 5, окончательно получим 

^^2 Ref 
h fn <a„)

o-^ 
dl֊ (1-9)

= 2 Re Klb)

и такое же выражение для V с заменой '0 на 1^՝ ', где г т 
+ У' I (' г'с՜ 2 , г~1^ — 1х—у1 Г /2— г-’/с՜՜’, г~ = х2 4- у". Здесь С/՝г:' , 

И, дается (1.5), где положено <« = 1-
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Из (1.9) можно получить значение напряжений я перемещении при у = О

<7 2zAl/0cRo(/ — | х| 1ся) n 2zAV0- ( |х i - cf) = (| х ] — ai)
—----- -- ~ --------!_____ —-------------  — КС ------------------------------  ----------
di p a \ a2 — R'(\!cr) ra՝xR (?) 3, (a)

di2 («) R {')

. де Л (х) — дельта-функция, о (х) единичная функция, а при х ֊ 0, то 
есть на поверхности соударения стержней имеем

. ՝ _ . ;'fu _ A2j>_ f't ( Q 
а ■

T.d'ijR :.'J..)3։(Zcr2) ^(Zaa)

2А64И0/л (/*,)% (Za,) ...
*trg'R (/\) ЗЦ/aJßj (z։։)

/ 1~
зл= I — • n = 1, 2

I y' Cn

Для выделения особой части решения вблизи точечных воли полагаем

ь {п> Ü“՝ (aj) t Ütn>‘ (aO)(an - а'Д

и поскольку %, 3„(aJi) действительны, а U ' ՝ 
мнимые, то можно из (1.9) получить

— =2У — (t - — )
()t у г֊ г Сг. У Сп /

dt

и такое же выражение для oVjdl с заменой Ü՝''} на И|л).
Можно получить решение для соударения слоев конечной высоты 

Zh и получить асимптотику для больших I так, как сделано в [19]. при
чем öUjdx имеет тот же вид, что и для осесимметричной задачи, решенной 
в § 2.

§ 2. Получим решение задачи соударения упругих цилиндрических 
стержней радиуса £, причем при > 2> г среда заполнена жидкостью. Урав
нения движения в цилиндрических координатах при наличия осевой сим
метрии для возмущений U* = кх — uQ, Ur — иг имеют вид (для r>«) 
(фиг. 2)

где
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(R Uг
------- — а~----- -г 20՜-------»

0t'2 дг дх
ö֊Ur п ДА------- = а՜----------

Öt2 Ох
-----֊7— (Г«»,)
г От

(2.1)



Д = — — 
Г иг Ох

ди, дЦл 
дх дг )

лается (1.1). а для г > ? уравнения движения имеют вид

d֊Uyr _ 2 d'U՝x _ t-------  — с > _ — с
<fl‘ Ör 01“ öx

r ar Ox

(2.2)

Фиг. 2.

Граничные ус ховия на поверхности соударяющихся стержней берем 
в виде (г = р.)

Г.ХА „.„W, KV0 ! |л|\5,, = (, 4֊ 26’----------------- о f — ----- ) = 3j,r
дг а \ а /

г, ,՛ (2.3)I/ а и t г\ .. ff fj si„ n.
— = ZH-------k —):;0, Ur^Uir, -----= с‘Д։

p \ ar dx / Pi
Решение задачи (2.1), (2.2), (2.3) ищем в виде

г» ОО
и. -- У f «'“/.('■W Э1”^՜ y. = f f е“'Л 

— Ои - ОО
сс ОО

5|.= ( e'"J, (J,) Ü.X j՜
—ОЛ  ОО

где
г//՛՝ =. ,n՜^ ֊ = ibü,,

(a‘—b2)i а

ß„ —дается (1.5), а /0, /։ — функции Бесселя.
Подставляя (2.4) я (2.3). получим

ил =  2ЖИЯА(3,)

՛'
F(՜.) = bv- J„ (.?,) 7> W»,) -г 461«?,], л (£) Л(^8։) - 

—Л (3ß,)Ä(=wF. -

(2.4)

(2.5)



Подставляя (2.5) в (2.4), получим решение поставленной задачи, перио
дическое во времени Г. однако обратное преобразование Лапласа в простом 
виде записать не удается. Определим асимптотику решения для больших 
/, в которой юз — 0, юг -0, тогда

И’)--֊, (30՞—4А’)(а’ -а’)(«։֊4) 
Zcrp.t

, За’-46’-с’ , а’-А’ —с? . (2‘6)
а*-------------------------- а2 • ------------------------  ■= О
1։* с3 (За3- 462) 6гс"(3аг 46г)

Затем подставим (‘2.6) и (2.5) с учетом (2.4) я того, что ։»г ■ О, 
u>j—• 0. Вычисляя и интегралах по а вычеты в точках х — aJ։ ։2, а՜1 
при л- > 0 и а =—ар — а2> д’ при л-< 0, можно получить асимп
тотику в виде

л | «1Й(^)а0 - »ilxl ) __ аа/?(2а)з(/ -“ai.r ) I

<JL Ix (Г А . . . . . , . , .
"77՜ “ f ~2jX) “ ч՜' ~?՜ ՛л 1 л <r6c(3d՜ 4А՜-՛)

где х-1 ио (2.6) дают скорости волн вдоль поверхности стержней - 
жидкостей. Таким образом, наличие жидкого полупространства влияет 
как на значения скоростей ноли, так и на величину деформации.

При отсутствии жидкости с = 0 и получим я. ! = с0 |19], 1 ~ 0,
и можно решать задачу соударения со смешанными граничными ус
ловиями.

§ 3. Рассматривается плоская задача соударения при смешанных гра
ничных условиях на поверхности стержней. Обозначим через х ~ — I 

координату точки соударения А, 
фиг. 3. Вначале рассмотрим зна
чения / > 0, при которых точка 
А, фиг. 3, находится на жесткой 
опоре. Переходя к преобразова
ниям Лапласа и, Й, 6’1։ от и, 
И, Ср йх по ?, граничные условия 
можно записать в виде (у = 0)

О и . 2 О И к(7и0
+ ° + КТх =

?։ ../ой; дид
при х>0

V — Kj ври х>0; V = l7t = Ü при х<^0
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dV dU_ 
Ox " Ôy

— co г < о? (3.1)

U, /, t/„ И, - 0(r17), r = I x։ + y- - 0 

(условие на ребре)
где ôujdx — - - 1'0/а$ехр(- x's'a), x' -֊x l, U, V, Üx, Й։ дается (1.5). 
Подставляя (1.5) В (3.1) и проводя обратное преобразование Фурье по л. 
можно получить уравнение Винера- Хопфа

2/6։ . ։ ... | ' у — /"б) И(։)-֊

“ I 7' /?(-) d-
г (а) = — _ ехр —; \ In - z...... -- ----------------

I (ыМ i а) (Ш/Ь x я) • F (”) " — 7-■՛,՛, д w/a

где (a) ; И (я) аналитична соответственно в верхней и нижней 
полуплоскостях ։. Левая часть (3.2) аналитична в нижней полупло
скости а, а правая часть в верхней полуплоскости, кроме а - '/а, где
имеют простои полюс. Вычитая из обеих частей (3.2)

УвК ехр ( fed la)
2-<jv. (а — œ/o) I u>/û -vi/6/-՛ (œ/а)

- В (т) ехр (л՛-/ а)

н используя условие на ребре, можно показать, что обе части полученного 
уравнения тождественно равны нулю, причем решение уравнения Винс- 
ра-Хопфа получится в виде

у _ id՝В (а) ехр ( //а)

26՜ (6՜— <”/6— a F (?)
И, = id2 (а) ехр (7<В 1/а)

Ux i^=- </5(u)exp (fv» /, а) = idx (а) ехр (vu l/а)
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и™=- !<&.•/В (а) ехр (7<я 11а) 
2(&- а2)^/'"Й

/а1 (а) ехр (7и> //а)

7,(2) 7а8а^։2?(а)ехр(/м 1/а) . .= —---- * .., —--------= ,-\ /о= ИехР <*" //а)
(<г —£•)<•>• | „,/£_*/' (а)

Аналогично (1.9) .можно получить

— = - 2 Ие I V -4^-, ~ _ 2 Ке 7 М-
<№ Т /п(аЛ) <>/2 /э(«з)

Л> (яп) = /---- - ֊ *,.* — 3„ (а„) г/ = О
а

— = - 2Ие 7 V = - 2Ис 7 —:-^3-
дГ- Ч /„(*,.) /3(а3)

(3.3)

Ья («) - (а5Н - Ь‘$) |(а‘‘ 6г)аЗ„] 'а„ (а)
■ _ |

Из (3.3) можно получить значения коэффициента при (| — х) в зук 
то есть коэффициента интенсивности напряжений (у = 0, х — — 0)

»» = 2145 . /" Л _ 2Л
р Г —х > а ՝ а / 

3Ьу ______ а УсЖI а6( — х/‘2 з (/ — //а)________
Р, 3-6< (а= -֊ Ь-) 1 ' а2 4 Ь^՝+ (1/а) (7 1/а^

§ 4. Рассмотрим теперь случай, когда то есть соударение стерж
пей происходит вне жесткой опоры.

Аналогично § 3 можно получить уравнение Винера-Хопфа

?^'(а=_6=) Г-МИ- =
а »' о Г к>/6 -}- а Л * (а)

Ц» ехр (ь^/а) д = 
2ган (ш/а 4՜ '*) । и>/Ь я Г («) ’ а«

/(’)

(я) =

____________Уйк
~а~Х ' (а) I ®/а 4-а (а —ю а)

Г~ (а) I (<о,а 4- а) (<о, 6 4- а)

(4.1)

где И , Г՜, !2<> дается

ш/с/г 4- а

(3.2), ал= ю/с/?.
Для того, чтобы применить метод Винера-Хопфа. необходимо 

представить как сумму двух функций, одна вз которых аналитична в ниж
ней полуилоско« г и. а другая в верхней полуплоскости плоскости а.

Л(а) =Л (’)+/։ (®) (4.2)
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Можно показать, что 5 14]

причем под X (*.) подразумеваются граничные значения X ՛ снер՜ 
ху на участке «ч'с *<•֊•«/«.

Подставляя (4.3). (4.2) и (4.1) и решая уравнение Вннера-Хопфа. 
можно получить

—!ск
Й, = I у ] л, »(֊, ?) е"<Л

и такое же выражение для И‘”՛. где А заменено на В, причем

Л11|_ «’Д(«)Му)
“о'£(’ ) ?1 2 (а1 — 6’) V '"/6—1 Г՜ (1) 3, (։)шг

Я

/ (а)Л?’֊֊=

и՜ '

23,М1”.

/г?, А'.", ° г» ~ о՝/» дО>) 
(а-- Ь՛} з ₽„ 1к(а՛- Ь')^.

Р,=Лх-л',”. 
' 6’1/

Аналогично ( 1.9) можно получить при / <: О
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"'U -2R(.;v ’ Г ЛЙОГ, i)d-
<** 4, +ձ J "7Г(#. и— <**

֊1/Դ
°'IL * * V՝ _ 2 Re / [ । у V 1'Հ * (а4> О d-

IL Ն. ՄԱ|'ՏԻ1'1111֊է11.Ն

1Г1» ՔԱՆԻ (12 ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ ե.9.1։Ա:։.ԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ ՀեՎՈԻԿԻ 2ԵՏ 
ՍւԱԱԱՆԱնՑՈՂ ԱՌԱԱԴԱհԱՆ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՃԱՄԱՐ

Ս. մ փ n փ ււ ։ մ

ե՛ւոսէցված է աՆւսլիւոիկ չոէծռւմ հեղուկի հիս» սահմւսնսէկքյոդ ՛արի h աո- 
անրրաւ/իմ եէւ/րիկ մ արմ ինների էսոէսձդակսւն խնդրի Համար խառր եդրսրյին 
ւււայմանների տոկայուիյամր։ Լէսծոէմր որո՛շված Լ Ամիրնով—Սոբոչևի ձևով, 
դւոնվաձ Լ լարումների ինահնոիվության դււրծակբի արմերր ամրակցման մո- 
4: ակ tu լրում :

1/зМ À1 J Л(«ч)
— »•

//Л) (а(хя>) I - (х 4- /) («։**) = 0 (4.5)

/?' (*П ;) = t - <Г х ֊ ,У1% (а^) - $/ = О 

Л(*з) в (х + /)а3 ֊ у?з(9.л) О 

/ч («4» «)=*<- х’-։ — &Ы ֊ î/ - О 

и такое же выражение для à"V]df, где А заменено на В.
В (4.5) функции /1, 5. О находятся из (4.4). (4.3). где положено 

(ù = 1.
Из (4.5) можно получить значения коэффициента интенсивности на

пряжений для обеих сред (у - 0, х •֊ — 0)

շ՜Լ'Դ____

I J I —X
-Uc 

—1/ej.
2рог(—Г 14 I՜)
36=(а‘֊64)Л J U-x/)M

֊Լ'ր

где рл(") — (", -) (“ — я), причем решение равно нулю при ■<—1/с.

Педагогический институт 
нм. X. Абовяна Поступила 5 II 1961
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SOME UNSTEADY BOUNDARY PROBLEMS FOR ELASTIC 
MEDIUM BOUNDED BY FLUID

A. N. MARTIROSIAN

Summary

Analytic solution for the elastic problem of impact of plane and 
axial symmetric bodies bounded with fluid in the presence of mixed 
boundary conditions is obtained. The solution in the Smirnov-Sobolev 
form is determined; the value of coefficient of intensity of stress near 
the support is found. For the small value of height or radius respe
ctively in plane or axial symmetric problems, the simple formulae for 
elastic displacements corresponding to the asymptotic one-dimensional 
solution in the form of core waves are given.
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