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ОС1 ЮВНОЙ ЧАСТОТЕ

Вопросы оптимального проектирования колеблющихся пластинчатых 
конструкций анализированы 8 монографии Ж. Л. Армана [1|, где приво­
дится и библиография по данному вопросу. В этой работе дам вывод необ­
ходимых условий оптимальности систем с распределенными параметрами, 
которые ранее, в более общем случае, были получены в работе К. А. Лурье 
[2], В [1] получено решение задачи об оптимальном проектировании сво­
бодно-опертой пластины минимальной массы, работающей на сдвиг, при 
заданно։' основной частоте свободных колебаний. Ниже, используя метод, 
примет иным в этой работе, рассматривается аналогичная задача об опти­
мальном выборе высоты поперечного сечения консольной пластины мини­
мальной массы, работающей на сдвиг и совершающей гармонические ко­
лебания с собственной основной частотой. Отметим, что расчетные схемы 
сооружений в виде консольных балок, работающих только на сдвиг, при­
меняются при описании колебаний каменных и крупнопанельных зданий 
при сейсмических воздействиях [3]. В некоторых случаях необходимо так­
же рассмотрение расчетных схем в виде работающих на сдвиг консольных 
пластин. Поэтому полагаем, что результаты исследований по опреде\ению 
оптимальных форм консольных сдвигаемых пластин могут найтН примене­
ние при проектировании сейсмостойких инженерных сооружении.

I. Рассмотрим консольную, прямоугольную в плане пластину, рабо­
тающую на сдвиг. Принимается, что имеется постоянная доля неконструк­
тивной массы 6 . а толщина пластины й (х. у) выражается формулой

А (х> = К* (*> У) 1 ''։ ''2 1 0-1)
где у) является переменной, варьируемой толщиной пластины. Диф­
ференциальное уравнение движения установившихся одн:-частот.-;т ко­
лебаний пластины имеет вид [1]:

где й՛ перемещение пластины, о» — собственная частота основной формы 
колебаний, р—масса единицы объема. С: — модуль сдвига. Граничные 
условия для консольной пластины следующие:

ю = 0 при л'==0, А* —— -- 0 при х=а, /г* — 0 при у- О, Ь (1.3)
Ох Оу
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Варьируемая толщина Л* ограничена некоторой величиной Лл, то 
есть имеет место условие

Л*-Л;>0 (1.4)

Задача заключается в определении оптимальной толщины А. минимизи­
рующей массу пластины, выражаемую интегралом

Л п
/“ ( \ к(ху)дхду (1.5)

о о
при выполнении ограничения (1.2) с граничными условиями (1.3) и нера­
венства (1.4), Значение основной частоты собственных колебаний прини­
мается заданной. Преобразуем (1.2) п систему дифференциальных уравне­
ний первого порядка. Таксе преобразование возможно различными спосо­
бами. Безусловно, з общем случае следует отдать предпочтение стандарт­
ной форме записи уравнений с учетом параметрических переменных, пред­
ложенной в работе [2]. Однако, в данном случае мы воспользовались на 
риантом уравнений работы [1]. дающим возможность определить значе­
ния неизвестных более простым путем. Основные неизвестные принима­
ются в виде

Составляется выражение гамильтониана Н:

. * 0X0 .
г, — то, г., — !։ ՛ -----  >

Ох

1-м 011'
~ ~Г՜дУ

Уравнение (1.2) записывается в виде: 
огх 28 </г, _ т3 дг2
Ох к*՝ ду 7*՝ дх

дхл Ог3 у
дх ~ Оу 111 в

Граничные условия будут:

.V 0, ^ = 0; х = а, ?2 = 0; у

д2л
= м։, —=-= ч.

оу
(1.6)

= 0, = о (1.7)

Н Л* + 'д ~ । • гну -I- • 4- и։ у-֊ г 4-
А՜ А*

(1.8)

т — И1—-֊ ‘’>2(Л% ։ ч) 4- ЦЛ* Ло)

где при Л7 — Ло. при • =-0 А* > Ли- 
Необходимые условия экстремальности выражаются в виде

т2 + Т՜3 = - 77 ' 'з- Ь = 0, Н, = о, >.,= О (1.9)
Ох С)у П *

ф5==0
А*4 С
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Для консольной пластины граничными условиями для системы (1.9) слу­
жат естественные граничные условия (1.7) и условия трансверсальности:

при х = а, у =0. 6 [/# (5) — (5)] = О

при х = 0, у = 0. Ь [>/'(*) — 14*'0)1 = 0 (1.10)

при х = 0, а ('£'(*)- 1Ь2'(з)] = 0

где Принято, что уравнение границы пластины задано в параметрической 
форме:

X = «{$). у = ?(«) (1.11)

Из уравнений (1.9) и (1.10) определяются функции р,; 7=1, 2, 3. 
Из (1.9) имеем р; — 0. Из первого уравнения (1.10) имеем при
х = и а' 0. р'ч*"О, Х։(а, у) 0; при у 0. Ъ $ - 0, а' 0 и поэтому 
Р։(х. 0)~:ч (х, />) 0. Из второго уравнения (1.10) получаем 
УН*)՜ 0, при х=0 ?'($) */*0, ',(0. ։/) =0. Так как |‘։=л-, то и, (0, //) 0. 
Сравнение ( 1.6) и (1.9) показывает, что

Ч = — ■ ։֊,=-֊■ Ч-Л"------(1.12)
а а а

где а произвольная постоянная. Можно убедиться, что определенны? 
выше значения А и р удовлетворяют системе (1.12). Так, например, 

(о. ։/) = г. (о. у) 0 и т. д. Учитывая (1.12) и обозначения основных 
неизвестных I = 1. 2, 3. последнее уравнение системы ( 1.9) приводится 
к виду

где з=с՜, Аг = -—
в ‘

Уравнение (1.13) должно решаться при выполнении граничных условии 
(1.3). Как показано в [1]. уравнение (1.13) является достаточным усло­
вием оптимальности.

I Грежде, чем перейти к решению поставленной задачи, рассмотрим 
колебания пластины постоянной толщины и решение аналогичной задачи 
без соблюдения ограничения (1.4).

2. При колебании прямоугольной плиты постоянной толщины Л урав­
нение (1.2) принимает вид

где «*=» —-
G

Решение (2.1) представ шлется следующим образом:

«՛ /Ijsin рх sin iy H5sin Зжсоз 71/ t A։cos ,<v sin ,y f- /l«cos ?x cos*// (2.2) 
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где -4։. А., А . .1 —постоянные, 0. у константы, связанные с <х соот­
ношением

?2 + г=а= (2.3)

Удовлетворяя граничным условиям (1.3). получим

cos За =0, За = -֊-(2 m — 1), /п~1, 2,- , sin; 6- 0, \b -ri՜, я—1,2-

(2.4)
Учитывая (2.3). находим значения собственных частот

Формы колебаний определяются выражением

w(x,y) ֊/..„„sin
я (2 т 1) 

77՜ X cos — у 
b

(2.5)

(2.6)

На фиг. 1 показан характер деформирования и распределение поперечных
,, ! && /П г 1 '֊'■ - М .сил (Л = /։֊--• — Ь — пластины при колебании по основной фор*

Ох дд
ме (принято, что Л։։~1. Л = 1).

Q' Ц(«.Ь)

-=лйпппп5-։
у. Wja.v)

■^здппцШ!։

1>)

‘ШЛПЙиППа. <-

П,Дг.<В

Фиг. 2. Разбиение площади пластины hi 

подобласти, п которых оитималыпчя высота 
имеет различные аналитические выражения.

Фиг. I. Схема пластины, а) эпюры про­
гибов, 6) эпюры поперечных сил.

3. I сверь рассмотрим оптимальную задачу без учета ограничения 
( 1.4). Следует решить уравнение (1.13) при t = 0. Как и в [ 1]. вводя не­
известную функцию 0

— = | с1-г к'-ги՝ cos 0, (֊~ — | с՛’ 4֊ k2w2 sin G (3.1) 
Яд

получаем, что характеристиками являются прямые, вдоль которых 0 сохра­
няет постоянное значение. Около границы х = 0 характеристики перпен­
дикулярны к линии х = 0. При этом 0 представляет угол, который характе­
ристическая линяя составляет с осью ох (фиг. 1). На остальных сторонах 
граничные условия удовлетворяются соответствующим выбором функции 
Л или же соответствующих производных <)ш(дх или д-и<ду. Во второл։ 
случае характеристики, как следует из (3.1), являются прямыми, параллель­
ными соответствующей стороне. Решение (1.13) представляется в виде [4]
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I А- - В֊
(3.2)

к

где .1, В- постоянные. На фиг. 2 показано разбиение пластины на обла­
сти, где перемещение и толщина имеют различные аналитические выраже­
ния. В случае а2>6/2 прогиб <£' в областях, показанных на фиг. 2. представ­
ляется в виде

С скх\ — — зЬ кх
к к

(3.3)

Функция и՝, обратносимметрична относительно оси у = 6/2. Из (1.2) 
находим неизвестное распределение А* (х, у) в областях 1,2,5

А:и֊</) = -г+4¥-
2.^ч сп” кх 2с.,

Функция А*(х, р) симметрична относительно осн #=6/2. Неизвестные 
функции (у), [. (х) определяются из условия непрерывности поперечных 
сил на границе областей 1. 2. Функция Л (л) определяется при удовлетво­
рении граничного условия па линии у 6. Окончательные выражения 
для полном толщины плиты будут

Полная масса Л/ Оптимальном плиты определится выражением

М=^2р | А։(х. у) Ухду -г ‘ Л2(х, у) 4- | 64(х. у)։1хду
6.1 <1 о Ь<2 1:2

(3.6)

Вычислено значение оптимальной относительной массы т, представляю­
щей собой отношение полной массы к массе пластины постоянной толщи­
ны и одинаковой частоты
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Аналогичные выражения можно вывести и в случае, когда а < Ь/2. Пере­
мещения в области Г определятся тем же выражением, как и в области I.

(х, у) и Л,- (х, у) определяются формулами (3.5), а Лг(х, у) выраже-
НИСМ ■ -

А։ (х. у)
сЬэ ка
ей2 кх

(3.8)

В данном случае относительная масса определяется формулой

(3.9)

Предельным переходом можно из приведенных результатов получить и 
соответствующее оптимальное решение для сдвигаемой балки. Балка ха­
рактеризуется тем, что напряженно-деформированное состояние в направ­
лении оси у нс меняется. Поэтому из (3.9). применяя условие Л~ а!Ь -*0, 
получим

Используя (3.4) и (1.1). находим оптимальную высоту балки

(3.11)

Отметим, что математически эквивалентная задача об оптимальном проек­
тирования продольно колеблющегося стержня была рассмотрена в |5].Нс-

т
5 Известия АН Армянской ССР. Механика. № I

55



конструктивная масса в этой работе была принята сосредоточенной на сво­
бодном конце. Применительно к задачам об оптимальном проектировании 
балок, балочных систем и других конструкции имеется обширная литера­
тура [6, 7. 8, 9].

В таблице приводятся вычисленные по приведенным формулам ։иаче- 
ник ■ тносительвой массы в зависимости ст характеристики величины кон­
структивной массы б, при различных отношениях сторон л = а/6.

Таблица

? ։
л

0 0.2 0.4 . 0.6 0.8 1

0 I 0.945 0.839 0.657 0.394 0

0.25 4 0.937 0.829 0.657 0.391 0

1 1 0.835 0.749 0-597 0-356 0

4 1 0.556 0.190 0.402 0.226 0

Данные таблицы показывают, что масса пластины с оптимальным из­
менением высоты действительно меньше, чем масса пластины с постоянной 
высотой и одинаково։՜։ частотой основного тока. Из этих данных следует 
также. что при фиксированном отношении сторон с увеличением доли кон­
струкционной массы величина ш уменьшается. В таблице приводятся так­
же данные, соответствующие сдвигаемой балке (7. = 0). На фиг. 3 показан 
характер оптимального изменения толщины плиты (л = I. Аг ֊ 0.6) и вы- 
со:ы сечения балки.

Фиг. 3. Рельеф оптимальных конструкции 
при иеучстс ограничений: а) рельеф квад­
ратной пластины. 6) изменение поперечно­

го сечения сдвигаемой балки.

Фиг. ֊} Рельеф оптимальной пластины 
при ограни чеки» Л 0.7.

4. Теперь рассмотрим задачу о выборе оптимальной толщины плиты 
с учетом ограничения (1.4). В той части области, в которой соблюдается 
условие Л' > /г0, с - 0 и прогибы определяются решением уравнения 
( 1.13). Для этой области справедливы формулы (3.3), (3.4). (3.5). Там же,’
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тле достигается минимально допустимое значение Л* — Л*, уравнение 
( 1.2) сводится к (2.1). в котором

(4.1)

Найдем форму крипом т] = ф (с), разделяющей две области. Функция а1 * * ч и 
ее производные дш[дх. ди^'ду должны быть непрерывными на этой линии. 
Эти условия, записанные для тон ветви функции, которая находится в об­
ласти I (фиг. 2), имеют вид

I lepnoe уравнение выражает условие равенства перемещений на линии 
раздела. Выражение для перемещении з области с постоянной толщинок
получено из (2.2). учитывая симметричность относительно линии 
у — х {•• 6/2, а также условие w = 0 при х=0, у = Ь12. Из системы
(4.2) находим уравнение для опредс ления интересующей нас зависимости
ч = tU)

= sin 2 3;

Аналогичным образом находится уравнение для определения линии раз­
дела подобластей с постоянной н переменной толщинами в области 2 
(фиг. 2)

(4.4)

И (4.3) и (4.4) следует, что две веТви функции 1) = ф (^), определяе­
мые из этих уравнений, являются симметричными относительно линии 
у X 4՜ 6/2.В области 5 линией ра дела является прямая (фиг. 2, За). 
Функции ч ф(5). ? ‘1’(ц) идентичны иниям постоянной толщины.

sh --/4, sin?; sin?(\ -֊ J 4-

4՜ cos &i sin p ( t,--- |

sin B- sin 9

(4.2)4- cos 3; cos

ь
2

2 к Sir?
. ~ Л Й

sin 2 ?В — sin 2 ° 2Asin>?(r.-6/2) 
? th А (г,—6/2)
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показанным на фиг. 3«. Закон изменения толщины пластины в областях, 
где Л* > А* , определяется с помощью выражении (3.4). Функции 
определяются из условий /t* — Л*„. имеющих место на линиях разделов 
»1 = *Г (g); S = (|> (л)- Получено, что

Использованием (3.6) определяется значение Л/, а затем и 'И.
Определено оптимальное изменение толщины сдвигаемой пластины с 

учетом ограничения (1.4) при л = 1. б = 0.4. б. — 0.6. н = 0.25. Ми­
нимальная допустимая толщина принята й = 0.25-0.4 0.6 = 0.7. На
фиг. 4 приведен рельеф оптимальной пластины. Приведенная масса для 
данного варианта составила /П 0.75. Для сравнения отмстим, что при ре­
шении этой задачи без ограничения было получено значение т 0.749 
(см. таблицу).

\;<м1 II1И строительства 
и архитектуры Поступила 18 III 1981

Վ. Ա. ՀԱ1ր8Ա1'Ա111՚ՄՅԱՆ

ԱՄԵՆԱՓՈՔՐ ՄԱ11ՍԱ-Ա1Վ ԿՈՆՍ.Ո1.Ա6ԻՆ 1111.1.1« ՆԱԽԱԴԱՍ ԻՄՐ,, 
ՈՐՆ ԱՇԽԱՏՈԻՄ է ՍԱՀՔԻ, ՏՐՎԱԾ ՀԻՄՆԱՆԱՆ

ՀԱՃԱԽՈԻԹ՚էԱՆ ԴԵՊՔՍԻՄ

Ա մ փ ււ փ ում

/ մինիմ ալ մսասա ունեցող հ սահքի ղեֆորմ ացիայի են­
թարկվող կոնսոլային սա/ի <> սլ տ ի մ ա / նախ աղաման խնդիրր։ Ստացված է 
խնդրի անալիտիկ լուծումը ոչ կոնստրուկտիվ մուոաոյի ե ւ/ւո/ի Հաստության 
նկատմամբ սահմ անափսւկսւմների աոկայության >[եւղրոէմ: Սերված են թվա­
յին տվյալներ։

THE DESIGNING OF A CANTILEVER SHEARING PLATE 
WITH MASS WHEN THE PRINCIPAL FREQUENCY IS GIVEN

B. A. AMBARTSUMIAN

S u in in ary

An optimal designing of a cantilever shearing plate with minimum 
mass and restrictive thickness is examined. The analytic solution under 
non-constructive mass is obtained and numerical data are presented.
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