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ДИСТОРСИИ В ОРТОТРОПНОМ ТЕЛЕ
$ 1. Дисторсии R анизотропном твердом теле изучались в [1|, [2].
Авторы, рассматривавшие прямолинейную дислокацию, одну из осей 

координат принимали параллельной дислокационной линии [1].
В настоящей работе такого ограничения не делается, рассматривается 

ортотропная среда: в качестве осей координат принимаются главные оси 
ортотроп нон а н и зотропии.

Берется общее решение дифференциальных уравнений в перемеще­
ниях для ортотропной среды с помощью трех произвольных функций [3].

В качестве упомянутых определяющих функций принимаются много­
значные функции.. При этом могут быть рассмотрены два варианта много­
значных перемещений, которые дают два типа прямолинейной дисторсии.

§ 2, I тин многозначных перемещений

«2 = — 1п (№ Е Х?) (2.1)
С2

ия = '2 атс(^ —
У

Здесь суммирование по значку I. 2. 3

У ֊ а։-<1 г «2Х3, г/ — а-. х3, 
?|. х.- — декартовы оси координат, совпадающие с главными осями
ортотропной анизотропии; а„ а..—совершенно произвольные параметры, 
определяющие положение дислокационной линии в главной плоскости 
Ох, л. ортотропной анизотропии; сЦ'11 модули величии мнимых корней 
бикубического уравнения для ортотропной среды; АЦ՛1 —постоянные ве­
личины. связанные между собой двумя уравнениями, которые получаются 
из равенства нулю погонной поверхностной силы вдоль дислокационной 
линии.

с\" - ?/՝ X

у ^324 Х155) (у421 г4д)а1Х2-| Ап ЕДав)«, (Л28а1 -А,» (аз')՜А.пЪ)__

(2.2 ) 
?/'=?/> X

(Аз ~ пг.) ~1՜ А; О 71аг (А3;; |-Аг>) а. (А1*1 ~Е А4Д2—А<» («•/■ )՜ )
(А^+А^ Ам^,)2)(. /1зл(’^)ЧА^?-Е/55а2Н7л1/Е>4в.։?а?7хЛг
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Здесь и дальше обозначено: Лп, Лк> Лаз, А,2, Л։з> Ла1, Л44, А-.:„ ЛЛ,; 
упругие постоянные ортотропного материаала .

Формулы для перемещении после выражений Л/Г и Л/}’՛ через 
Л/:՛’ приобретают следующий вид:

“1 = - .И!" I" (Г ■ ֊-п 4,- г#-7)£- |п <*’+-
С| 011 2/>5 — £2։1 а

1 ГА - /ЛГ1 1/21 л
гд֊аг, (г/ + з) (2.3)

4 1п -I- г?) - ֊֊ ' 1п (./•■■ + 4)-

С2 сз 1 .,£23 — ХЛ1 а

- ։ Г=0‘՜ °։Г'-1п(<г+ г*) 
и" ГЛ - />2Г3 3

и.
мШ I лгг1ст 2* ' ։^3 3П1Г1<Г 22 1 ягг|~ Г3 ] (О 3»
М} агс1г-------— ------ —— агс1$--------- —-------- — агс1£— (2.5)

У Г2£>3 — АГ3 у 12О3 — /Л\3 у |

В формулы (2.3) введены нижеследующие сокращенные обозначения:

Г; = =пуагсГй ГЗЛ -*■—=■I «’ У°Ч-«•] У՛՜'' ~2^2Аи(л2аз" 4֊ 
«Г I а? Т I । 2

4֊ «I & ) I ֊ агс^-Ц1±^ [Д^։ _-^>И/)) г (2-4)

I

+ ЛИ«։(31-Й>։։П| ;=1. 2.3 
здесь

й'1 = У.

х (Л2з-4-/У4(Лд2֊ЬА1) м? —Мз, 1 >4Д0)а1(Лг>Я} —л^аз') • А 44? 9 ___
(Л1։ а?-|-/144а2—Лвв(а(з>)2)(Л22а1—Л55(?> >)2 , Л.и։1) — (Лп 4- А^)2

(2.5)
Ь^=~^Х

(^1а4՜^«) (23Э14-Л^) Д1 а Л&5) (Ли«» 4՜ Л44 — Лев(<?У )‘) 
(Лпа?4՜ Л44*5—Л(я(аз/>)՜) (Л55։2—Л55 (аз Ьч֊Л44 а?) — (Л։2 4֊ Л44)2 з| а?

Л։։а1йп4 А^Л'зь 4- л։з7^

2^=Л։1ах®Ч Л22а2+ А23^ (2.6)

У(37) - Лэ1а։а?Ч Л;։2а2Йп 4֊ Лм^} 

. _... _________
Л ТП^Я> > . „х Ка?+а’ /97^
г/ = агс(£ -֊.г- - т , х агс1£ —------- (2.7)

«з V а? + а2 11 «з՛

т‘у։ ֊2‘։Л)+ (а’-«;)Л„(’։аУ1+ »,ЙП) (2.8)
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Ли («, - - «։Д55 (։, -ТО') (2.9)

7.—совершенно произвольная величина.
Компоненты тензора напряжении, вычисленные исходя из перемеще­

ний (2.3). будут

I _ Г* ЕГ
։ "I ГА֊^Г3 р? ГА-АГ» ?з

о,-2М" у
V. Гх^-АГ, ГА1 - /ЛГх хнз)

—
р5 Г Аз — л Р2 ГАз֊^г։ 2֊ 

рз

^2М["у
ур Г։о։-о.г. ГА-АГ» У?։

Р? ГА-я։га ГД֊/).Г։ рз

-1 2 = 2 М1} 'Аиу ! — (яс«3 '

1 ?1

1 /л «I3» ՛
- — (а2а * т

Р'2

+ М^) ГУЛ-ДА
Г Аз -

------- аз՛Т 51^з>)) 
Рз

ГА - £М\
ГА ֊ /лг3.

з = -2/И1<1)А5 4(х2-а(11|&') -4(^֊-4^)
?1 ?2

ГхА - £>|ГД 
га-^а

*3 /„ -ГЛ7<ЗИ—Т («2 73 Оз )
РЗ

ГА ֊
ГАл ֊ £>2Г3

(2.Ю)

. = ֊2 м? А,,. I Ц («, - ^(а, -те» -
I Г'1 И Г 2^л — 3

*3 г Ах АГх

Здесь обозначено:

Р?=У + г?> Р? = 3* + 4 (2.11)

§ 3. II тип многозначных перемещений

9 М*> I
"х 2 -ГТ агс(й — 

С1 У

"2 ’-= 2-=оТ агс1?-' (3.1)
У

и3 = М2՝ 1П (у- 2;)

В формулах (3.1) производится суммирование по значку / 1. 2. 3. Усло­
вие равенства нулю погоннохй поверхностной силы вдоль дислокационной 
линии, определяемо։՜։ параметрами а, и сс2. дает одно уравнение, связываю­
щее три указанные постоянные. Таким образом, две из указанных постоя։։- 
ных являются совершенно произвольными. В дальнейшем приняты
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М'/' и М-?'. Упомянутое уравнение лает выражение для постоянной 
Л/?5՛ в следующем виде:

’3 arctg —=jy-----
= - Л^ъ--------------------------֊-֊ —

V'.3) "<U , I
> аз arctg —-- ------£

*3 ■■<

5:-ц2)-ГЗ) , 1 ’t+’a
\ 33 arc’s-^h՜—

_
yw^>arctg^4±il 3 а3 ՛ /-

Вподнм сокращенные обозначения г» формулу (3.2)

Z-3 "Ctg-yr 5

У^7."агс1хМ^?
3 «з z

(3.2)

(3.3)

2^>агс։я’-4+13 _____ аз * = £

3 «3 *

Таким образом, получается сокращенное выражение

^3) = ֊'М,)£’1 — МрЕг (3.4)

В результате получим формулы для многозначных перемещений с двумя 

произвольными постоянными М1' и М՛:՜'

иг -֊= 2

+м։>[
{л/?* 4т arc’s Cj

1 ։ 22 
z^arctg — 
ci у

~(3) arc’S
У с’ У
1 ~ , za 11

^f.arctg—
У II

(3.5)

цй=>= 2 •! М՝2 ' =֊ arct g —-----
I с2 У

4з)£1агс12“

С2 у

+ ^J>| ֊֊^ai-ctg֊- — =?3j Ejaj-cig֊^ j 

п3 = М[-1‘ [In (у-4֊ zf) — £i In (у- 4- гз)| 4- 

4- ^2՝ [In (у: 4- г?) — F-i In {у- Т z?)]

Компоненты тензора напряжений, вычисленные исходя из формул для пе­
ремещении (3.5), будут иметь нижеследующий вид:
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=‘=21 “ 2։ +՜11 ~----------- Р,---------------- )

,>)№% V««» Л/РхгЧм2) (МГ£։ + Мр£'2)г3 гл(3)1 
с2 = 2 | -77՜ -2 + ~~ 2.֊з--------------------П--------------- 2-2 (

։ г* ։ /2 Н >

,.. | г1 у»(։> М')2' гп ■’гзР) (Л/з՝? Ег 4՜ Л/г՜' £2) г, •\՝՝<:5)|
’’■ I ?? 2,3 Р? 213 Я )

„ л ^11л1(»։Д1> + а1Й1)) Л/^’х, (>.;?’+«,6?’)
12 — 2 .4 4 4-------------- 2-------------------- 1------------------- —---------------- -

?1 ?а
;М," Е, + М? Е,) (а. ~а? + 9, Й31) 

Р»
Л^(«։-Й’’Й") ^”(=: #’бР)

13 - ■••у И + й

(М^Е1- М?՝Е։){<1, -Й’Й”) 

Л

И — ֊ '*ыУ 77 75
Р1 1'2

_ (М1 г,-1-М8'£,)(<■,

4. Краевая задача д\я многосвязного ортотропного тела при наличии 
дисторсий

Тело, подверженное дисторсии, может иметь совершенно свободную 
от сил поверхность. Это условие в краткой записи выражается следующим 
уравнением:

Г(^)п = 0 (4.1)
А.

Здесь 7 (//)—тензор напряжений, рассчитанный по вектору перемсщс- 
—•

ния, имеющему в своем составе многозначные выражения; н—единичный 
вектор нормали к свободной искомой поверхности гела.

В развернутом виде уравнение (4.1) эквивалентно трем нижеследую­
щим:

3։1 + "1 ։гп + ’։ зп = О

'2 1/-|-°2^4-т2зн =0 (4.2)

*з ։ + "з ։ т + Зз п — О
Здесь /, /??, п — направляющие косинусы нормали к свободной по­

верхности. Если обозначить уравнение искомой свободной поверхности 
в виде А (х։, хг, х.) — 0, то направляющие косинусы нормали к этой по­
верхности будут пропорциональны частным производным указанной функ­
ции, то есть
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дР

Ох.

др дР
хп~ - • п—■-----

дх-. дх3

Учитывая эти соотношения, уравнениям (4.2) можно придать такой вид:

. дР_
'"дх՜ ''32дх2 дх.

др дР др
1 дхх + +՜-^

дР , дР +.А•1 2՜ ;
О-х,

- а2 — 
Ох2

О

О (4.3)

О

Так как направляющие косинусы нормали к поверхности вообще на 
равны нулю, то необходимо, чтобы матрица коэффициентов уравнении 
(4.3)

! Т '12 тз

"а 1 Зг ”■» л

*3 1 *3 5 °Э

имела бы ранг г 2, а определитель ее равнялся нулю'.
этом случае система (4.2) имеет единственное фундаментальное ре­

шение.
Это фундаментальное решение может быть представлено в следующем 

виде:

(4.4)

При подстановке выражений (4.4) в (4.3) или (4.2) получим тождествен­
ное 0֊0 выполнение первых двух уравнений, а выполнение третьего воз­
можно лишь при условии равенства нулю приводимого ниже определителя

°1 ч Й Ч з

'2 1 32 4 3 «о (4.5)

'з ։ "л 2 Зз
Таким образом, компоненты тензора напряжений должны быть подчинены 
единственному условию (4.5) и если это условие в конечном счете буле՜! 
давать реальную функцию координат .\,. х.. то поверхность, соответ­
ствующая этой функции, и будет искомой свободной поверхностью.

Из сказанного выше намечается следующий образ действий. Необхо­
димо взять выражения компонентов тензора напряжений, рассчитанных по 
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перемещениям, имеющим в своем составе многозначные выражения и под­
ставить полученные формулы для компонентов тензора напряжений в фор­
мулу (4.5). Из последнего уравнения определится уравнение искомой сво­
бодной поверхности, если таковая существует.

Исходя из формул (2.1) и (3.1) для рассмотренных в § 2 и § 3 настоя­
щей статьи многозначных перемещений и рассчитав по ним компоненты 
тензора напряжений, получим для последних следующие выражения:

2
3i = “Г ЛО.-Лл)

Р
9

==- -֊'-2(К7+^зха) 
Г

3.» = ֊֊ ֊зМу 4֊ л/2а3х3)

(4.6) 
2 zl — - —*i 2 = г „" (а л 4֊ я») (ЛА У Л/4аах3)

2 ____
*2 з = ~ Aib (яа ~ I 47, ;з r:i М?у)

Р

”։ з “ (7i аз®з) (^Лязуз М.гу)
I

Формулы (4.6) нуждаются в следующих замечаниях: во-первых, они за­
писаны лишь для одного какого-нибудь из трех (/ — 1, 2, 3) корней бику­
бического уравнения, поэтому всюду индекс / опущен, во-вторых, 
у — ai -Ч 4՜ 3sx2» Р2 — № 4՜ яз хз. в-третьих, все остальные величины оп­
ределяются формулами (2.2). (2.5), (2.6) при одном каком-нибудь из 
трех (/ = 1, 2, 3) рассматриваемом индексе корня бикубического урав­
нения.

Подставим выражения (4,6) в уравнение (4.5). Опуская все подроб­
ности, окончательно приходим к следующему алгебраическому уравнению:

у3 {А/1Л/И (а3а, 4֊ b3\) -ь Al.fa

— а3а։)3(в1 а3з3) .'44֊ Л53(а. — Ь^л) — аз*3) (аэгз 4* 63’т)

4^(a։֊W]4-№[^։֊ Л«(йЛа2 4- Wl) 4֊ 

4֊№^3{|М?М2-^2(?^ -ЛЙ)][ А^Аи(.-аЛ3)(ч~ 

֊ (а3а2 4- 6зМ) 4֊ [ /И? Мг 4- М, (М'\ - М?)] [Л?5 ՝>։ («։ ֊

- 6з«з)’— И53(а4—6зв3)(։։—оз«э)(а3а2֊г b’-j] 3/WjV..^x-2 - 

— Л44(а3«24-бХ)*]| 4-

: У (язхз)5 '1^1 (^֊М^+^ад {АмА:„Аи (а,- 0з=3) (»>֊ 

^заз)(аза։4- £эа1)]4- |< (A/։֊-;W2) [— А(а(\ «зя3) ^2 4֊

-гИ55(а։— 6зл3) («։— аз5з) («зМ b^x} — Als ^з«э)։] 4֊



+ ЗЛУЙРЛ,- ■ б,»,)2]! + (ад)’

~ аз«3) (а^г т £*1) — (*» — <»з «а)' 4- Л„ (а= - £3а3) (а։ -

из«3) \в3 ?-> т 6,։ я։) А55 ~л (а2 Ь\ а3) 1 4՜

+ Л/|[Е,Е։ ֊ А» (ал-}- 4Л)^) =0 (4.7)

С целью наиболее наглядного геометрического представления искомой по­
верхности вводим преобразование координат в следующем виде (фиг. I):

У М1 4- ’2Г1 = I *|4-«? XV X, = ХЗ

Старые оси: л,. х:, х, 
Новые оси: х/, л х/
Формулы преобразования координат —

*1 = /։Х, 4՜ ^1*2 4 «1X3

XI — 1йхг 4՜ /п2.с2 4- п2А-;
*з = 13х^ — т3х2 — п3х3

и обратное преобразование —

х^ — 1^1 4- /2х2 4 13х3

х2 -- /пр.*։ 4֊ т*Х; { т3хз

Ха — ЩХ1 4՜ паХ2 4՜ п;|хп

Таблица направляющих косинусов 4.1

По отноше­
нию к ста-

Косинусы нояых осей

*1 х2 х3
рым

х։ /| /з
т2 т3

Х3 «1 п2 «3

Используя основные зависимости между направляющими косинусами, по­
лучим их следующие выражения:

■■ 1-----
/в»4֊Ч ■

/3 0; Х1= ֊~—  л֊։ 4- =1=х, 
1 а-4-а; | аЦ-а’ 2

гп3 = 0; х2 ----- --------- х 4- _____ 2*____ д-
’ I ) 2

Лд 0. Л| = 0, пл = 1; л3 = Л-3 (1.8)
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С учетом указанного выше преобразования координат получим уравнение 
искомой поверхности в следующем виде:

х¥ (а?-| 7.1)3''2 |Л/Х М? [ — АМАКА^ («х - - а3?а) (-»г— &а3) (аз’з 4՜ 6ух։) 4֊ 

4՜ Ам, ад) (04֊ ад) -2 + Ак (а5— 63ва) (’1֊ аз?3) (азМ Ь^) —

— А 55 - ։ (а։ 63 аа)2] -г Л/? [ - ։ ֊2 А и (а^.. ; 6Ла։Г],

— х?хз(«?4- а?) «эЦЛ/’М—ЛГ2(М{— Л/5)][- А^А^Аи (а^ аз«,)(а։— 

-М,)(^ *Л)| 4 [М?ЛЛ+М(ЛЙ֊2ИЬ][-455՝֊։(’2֊^а4)- ֊

-- Л$л(72— 63։3) (ах— а3«4) (ад4՜ 63*։)] 4֊ 3 Л/?(^5 — А« (а։а*4֊

I- Х2ХЗ К*Т+М ъ [Л/? (УИ?— М) МяМ1]\АтАу.А« («3 -

— ало3) (а2— 6з23) (ад 4֊ 63Я1)14- [Л/։(М?—М1}- МХМ?] | —А*(?։֊

֊ «за3)? ֊44֊ Ак 7юл) (ах ֊ а ։«3) (ад 4֊ Ь^х) — .4^ (а2

- 6зЪ)2] 3 МхМ1['-г֊= ֊ У&(.ад + ^1)2]} +

г х’3 *з (М?Л/а ИДЮЛ44 (»х— аз *3) (ад 4֊ Л3а։) — А«, (ах —

— ад)3-՞! ДЯ5(’2 6з.«3) (։։— аза3) (а3а24- 63у։) — ֊1 (»а

- 6за3)2] 4֊ («з®г + *з«1)гИ =0 (4.9)

Как видно, в уравнение (4.9) координата л ( не входит, следовательно, это 
уравнение соответствует цилиндрической поверхности, образующие кото­
рой параллельны оси Ох ։. Направляющая кризая упомянутой цилиндри­
ческой поверхности будет иметь уравнение (4.9), которое представляет со­
бой однородное уравнение третьего порядка. В сокращенной записи это 
уравнение будет иметь вид

л՜' 'ал г х->'хза2Ьк 4՜ Х2х1' а162 4- х?, Ь3 = 0 (4.10)

В этой сокращенной записи постоянные коэффициенты, стоящие у пе­
ременных величин, имеют соответственно громоздкие выражения, входя­
щие в уравнение (4.9) при тех же переменных.

Форма направляющем кривой искомой цилиндрической поверхности 
будет зависеть от значения постоянных уравнения (4.10). В эти постоян­
ные входят совершенно произвольные величины а„ а-. 5/։, М. в, кроме 
того, представляется возможность выбора одного из трех корней бикуби­
ческого уравнения (/ — 1, 2, 3). Остальные постоянные величины, входя­
щие в уравнение (4.10), зависят еще от модулей упругости ортотропного 
тела.

Проведем некоторый качественный анализ уравнения (4.10) с тем. что­
бы составить некоторые представления о форме направляющей кривой.

Во-первых, отмечаем, что кривая будет несимметричной как относи­
тельно оси Ох\, так и оси Ох.,.. Для конкретности положим, что все по­
стоянные коэффициенты имеют один и тот же знак, например, «4՜». Тогда 
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можно сразу заключить, что координаты точек рассматриваемом кривом 
будут иметь разные знаки.

Во-вторых, отметим, что конфигурация рассматриваемой кривой имеет 
ограниченные пределы как в направлении оси Ох,, так и в направлении 
оси Ох • Чтобы убедиться в этом, найдем тангенс угла наклона текущей 
касательной кривой к оси Ох2

вх’л _ 3 хз‘ а3 -4-2 *2 4- хз ах6.- (4.11)

(1X2 4* 2 X- ах^-1 Ч л'л 63
Ограничение кривой в направлении оси Ох3 определяется условием

-4-՝ т0 есть Зл’?’азЧ՜ ^х2хзи2^\ 4-*з?°։ (4-12)

Уравнение (4.12) нужно решить совместно с уравнением (4.10). Это ре­
шение определит координаты крайних точек кривой в направлении оси 
Ох.’։. Ограничение кривой в направлении оси Ох, определится условием 

(1x^(1 х2 ֊ -■ то есть

Фиг. 2. Очертание профиля сквозного 
канала, свободною от поверхностных сил, 
в ортотропной среде, подверженной ди­

сторсий

жст иметь вид. изображенный 

Заключение.

х.аЛ, ; 2х2Хза\Ь2 — Лх.։ о3=о (Ч.и, 

Уравнение (4.13) нужно решить сов­
местно с уравнением (4.10). после 
чего найдутся координаты крайних 
точек кривой в направлении оси 
Охг

В-третьих, отмечаем, что начало 
координат л'2 = 9, х։ ~ 0 является 
одной из особых точек кривой. Ос­
тальные особые точки, которые вооб­
ще говоря, могут существовать, об­
щими рассуждениям։։ не могут быть 
определены и требуют конкретных 
расчетов.

После всего сказанного рассматри­
ваемая кривая предположительно мо- 

։ фиг. 2.

На основе общего решения теории упругости для ортотропного теле- 
в перемещениях построены два типа формул для многозначных перемеще­
ний. Эти типы многозначных исремсщеиий использованы для рассмотре­
ния двух типов прямолинейных дисторсий.

В заключительной части дастся решение краевой задачи для много- 
связного ортотропного тела. Установлено, что в безграничном ортотропном 
теле при наличии дисторсий возникают начальные напряжения, существует 
безграничная цилиндрическая поверхность, свободная от сил. даются ре­
зультаты исследований упомянутой цилиндрической поверхности. 
Ленинградская лесотехническая

академия нм. С. М. Кирова Поступила 6 \Ч 1971*
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Լ. ն. ՏԵՐ-ՄԿՐՏՒՉՑԱն

ԴՒՍՏՈՐՍԻԱ ՕՐԹՈՏՐՈՊ ՄԱՐՄՆՈՒՄ

II. մ փ ո փ Ո I մ

Դիտարկվում են օրքհ/ւորոպ մ արմն ում երկւււ տեսակ րաղմարմեր տեղա­
փոխություններ ե կապված նրանց Հետ երկու տեսակ ուղղտւքիծ ղիսասրսիա- 
նևր։

Տրվում Լ ս/նսահմանաւիակ բազմակապ երքհէտրոպ մարմնի Համար եզ­
րային իւնզրի լուծումը, երր մարմնում աո կա են ղիստորսիաներ և նրանց հես։ 
կապված սկզբնական Լարումներ։

DISTORTION IN ORTHOTROPIC BODIES

L. N. TER-MKRTICHIAN

Summary

Two types of multiplace translations in orthotropic body and two 
types of linear distort ions connected with them are studied.

Solution of the boundary problem for multiple connected boundless 
orthotropic body is given, in case of the availability of distortion and 
initial tensions caused by it.
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