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К ТЕОРИИ НЕСИММЕТРИЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ ТОНКИХ 
ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ КРУГЛЫХ ПЛАСТИН 

С РАЗДЕЛЕННЫМИ ЭЛЕКТРОДАМИ

Гонкие элементы из пьезокерамики п виде круглых пластин и колец 
находят широкое применение в электромеханических преобразователях 
энергии излучателях и приемниках ультразвука, фильтрах частот, резо
наторах. пьезотрансформаторах и т. п. Работа этих элементов характери
зуется рядом особенностей, главной из которых является сильная связан
ность электрических (напряженность, индукция) и механических (напря
жения. деформации, перемещения) нолей. В лучших современных составах 
пьезркерамнки превращаться из механической формы в электрическую >։ 
наоборот может до 20—50% энергии. На практике связанность полей про
является в зависимости характеристических частот и интенсивности воз
буждения колебаний па этих частотах от способа электрического нагруже
ния, то есть от величины, формы и схемы соединения электродов.

Хорошее согласие расчетных и экспериментальных данных обеспечи
вает прикладная (сорил электроупр}гости, наиболее полно изложенная в 
работах А. Ф. Улитко и его учеников.

В тонких круглых пьезокерамических пластинах чаще всего возбужда
ются электрическим полем и применяются в различных устройствах ра
диальные колебания, тогда как несимметричные Могут проявляться как па
разитные, возникающие из-за внутренних или геометрических неоднород
ностей. Несимметричные колебания тонких упругих или пьезоэлектриче
ских круглых пластин изучались в работах [ I- -4], а пьезокерамических 
тонких колец— в работе |5]. В отличие от радиальных несимметричные 
колебания характеризуются наличием наряду с деформацией растяжения— 
сжатия по радиусу также деформации сдвига в плоскости пластины.

В настоящем исследовании в рамках прикладной теории электроупру
гости выводятся уравнения для определения резонансных частот несим
метричных колебании, а также изучается распределение внутренних дина
мических напряжений в круглых иьезокерамнческих пластинах с централь
ным круговым отверстием произвольного радиуса.

1. Рассмотрим тонкое пьезокерамическое кольцо с наружным радиусом 
R и внутренним а, покрытое на нижнем и верхнем основаниях сплошными 
электродами, толщиной которых можно пренебречь. После поляризации до 
насыщения разделим электродное покрытие с двух сторон на 2/ кольце
вых секторов, равномерно расположенных но азимуту. Соединим соседние 
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электроды таким образом, чтобы направление нагружающего электриче
ского поля в них было противоположным. Напряженность электрического 
поля Es в любом из секторов

__ 4 £0/ ~ sin / (2 / -Ц) U (1 п
2 ‘

где £0 = —°, k0 — разность потенциалов, Л— толщина, угловая ко- 
/։

ордината, причем h R а и A z< па,7.
Запишем векторное уравнение движения |5|

[rM-HWJ divtf=</31(l 4 *)г2Г^ (1.2)

[rV4֊(W]rot։ £’ = 0 (1.3)

где

Z.F = ••/■psn (1 — >2). к‘з - 2 <»»2р sh (1 4՜ >) (1.4)
.. г, Ш , 1 Ж

div €/ = - — + — --------------= 5л 4՜
dr г г дЬ

г. dU; . U, 1 dUr .dU*

(1.5)

rot - L =----4---------- ---- -— = 2----------ez!j
dr г г дд '>г

(1.6)

Остальные обозначения позаимствованы из работы [5]. Поскольку пласти
на выбрана достаточно тонкая, так что в пределах каждого сектора напря
женность электрического поля можно считать однородной по толщине, то

1 (FF Л 1F *
^Е3= — —■-= - /(2/4 l)sin/(2/ + i; О (1.7)

Г oil2 ttr։

Подставляя это соотношение н ( 1.2) и представляя частное решение 
полученного уравнения в виде

div U = У/г (г) sin / (2/4՜ 1) (1.8)
I-о

приходим к неоднородному уравнению Вессели

[Л-J /< ---£<|rfal(1 + ',)(2f֊-l) (1.9)
dr~ dr к

общее решение которого

Л = ?՛ о/(2<-I) J, (2;tI) (М ՛ “ а/(2г +1) И(2*>։)(^։г)

-G/(2< + l)s_1֊(p,tl,(M. (g>= v) ) (1.10).

В работах [4. 5] приведено общее решение уравнения (1.3). Обозна
чая П I (21 4֊ О. имеем
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<Пу 6՜ = 2 |2ап/„(£,/•) 4֊2< ^(^г) ~ б/"« ։ „ (V)] эт л» (1.11) 
л -I

го1։й = 2 [2Ь‘п}п(к2г) Н 2Ь'п Гп(к.2г)\с(.узпи (1.12)
П^՝ /

Произвольные постоянные ал. а’р Ь'г։, 6՜ определяются из условия 
отсутствия радиальных и сдвиговых напряжении на внутреннем и внеш
нем контурах кольца

г!г -п «л|г А» >Л,, ֊ „ — >6|г~ R ~ 0 (1.13)

Частотное уравнение для определения безразмерных резонансных 
частот /-т, л — (&։К)т ч несимметричных колебаний ((/л, л)) с любыми ра
диальным т и угловым я индексами получено в работе [5], в виде 
определителя четвертого порядка

«XI «15 «13 «1»

«п ^2։ 1 П, — ап!• • -0 (1.14)
«М «32 «33 «34

- «и «« ~ «43 «44

причем коэффиииен Iы 
Корни уравнения

являются комбинациями функций Бесселя.
(1.14) находились численным способом для неко-
« горых отношении у = — 

г?
при V — 0.34. Полученные значения Иг,-., „ в ин

тервале 0 5^ у 0.9 для случая ( = 3 приведены в табл. I. 1 ктрудио ви
деть. что с ростом диаметра отверстия частоты всех мод, кроме первых 
двух, имеют тенденцию к повышению, хотя и проходят через слабо выра
женный минимум.

Экспериментальные измерения резонансных частот на пластине из 
пьезокерамики Ц I С-19 с наружным диаметром 50 леч при увеличении у ог 
0 ди 0.65 подтвердили предсказания таблицы.

Таблица >

7

Мода ((л։, п))

1.3 2.3 3.3 4.3 5.3 6.3 7.3 8.3

0 2.0562 3.3687 5.2084 6.3013 7.3646 9.0874 9.7453 11.0110
0.1 2.1. '71К 3.5317 5.3698 6.2829 7.3363 9.0923 9.6737 10.9231
0.2 2.0562 3.4991 5.2050 6 2899 7,2434 9.2309 9.6559 11.2434
0.3 2.0014 3.4531 5.2443 6.2650 7.6662 9.0432 >0.3182
0.4 1.9017 3.4787 5.6912 6.0412 8.0412 9.3662 11.6162
0.5 1.7795 3.5748 5.7998 6.5248 8.6373 10.9123
0.6 1.6373 3.5594 5.8824 7.9574 9.9824
0.7 1.5461 3.5594 6.8344 10.5094
0.8 1.4492 3.4000 9.4500
0.9 1.3687 3.2187
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2. На основе полученного общего решения (1.11) и (1.12) можно по
строить выражение для суммы главных механических напряжений 
(3, 4՜ %) и пластине. Исходя из уравнений состояния [6]

€& = I- 5п 4՜
(2.1)

имеем

։, !- е» = 8։у С1 5н (1 — *) (а, 4֊ з ,) 4֊ 2 с^31 Е: (2.2)
откуда

4- 5Л — 1------  сПу 4/ —
^(1 -V)

(1.1) и (1.11) в (2.3), получаем

2<Н (2.3)

Подставляя

5^(1֊ V)

+ = ^р֊.,) 2 |2 а'г. л +
(2.4)

+ 2<Л«-.'-) ; + "։-1. »<*■'•) 
\Л (1-г *)

б’ш л«>

Анализ соотношения (2.4) показывает, что внутренние динамические 
напряжения в тонкой круглой пьезокерамической пластине с центральным 
круговым отверстием сложным образом зависят от полного набора мод 
колебаний. Наряду с выбранным семейством несимметричных мод всегда 
могут возбуждаться и более высокие в силу правила отбора

п = /(2/4-1) ( = 0, 1, 2,-.. (2-5)
Действие этого правила иллюстрирует табл. 2. в которой приведены соот
ветствующие данному числу разрезов / числа п.

I п

Таблица 2

1 1 3 5 7 9 И
2 2 6 10 14 18 22
3 3 9 15 21 27
4 4 12 20 28
5 5 15 25

Из табл. 2 следует, что с ростом числа разрезов электродного покры
тия спектр несимметричных мод, которые могут возбуждаться наряду с 
основным семейством, делается менее плотным. Необходимо отметить, что 
правило отбора (2.5) действует для любых несимметричных мод. которые 
возбуждаются противофазными электрическими полями в круглых пла
стинах, кольцах или оболочках вращения.
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Вблизи резонансных частот *֊. -, постоянные ап и а. резко возрастают 
(стремится к нулю частотный определитель (1.14)) и вклад первых двух 
слагаемых в квадратных скобках соотношения (2.4) становится опреде
ляющим. Гзким образом, распределение динамических напряжений в тон
ких пьезокерамических кольцах вблизи резонансных частот подчиняется 
функциям Бесселя первого и второго рода по радиусу и синусоидальному 
закону по азимуту. Вклад функций Ломмеля s_։ „ следует учитывать лишь 
вдали пт резонансных частот.

Экспериментальные исследования по изучению распределения вну
тренних динамических напряжении как в сплошных круглых пластинах, так 
и при наличии центрального 'тверстня проводились методом пьезотр.нь 
форматорного датчика |7}. Сперва измерялись резонансные и антиргзо- 
наш ныс частоты гонких круглых пластин со сплошными электродами. По 
»тн.м данным определичнсь величины р и v. Затем »лектродное покры
тие разделялось 1' диаметральными разрезами с обеих сторон Вдоль бис
сектрисы одного из секторов и ио дуге полуокружности ниносились пьезо- 
rp.iHCi| , ՝•'■■■ датчики и изучалось распределение динамических на
пряжении и пластине. Наконец, сверлилось центральное отверстие» диа
метр его постепенно увеличивался, и исследовалось распределение напря
жений в кольце. Но характеру азимутального распределения измеренных 
по (тип налив датчиков последние пропорциональны сумме главных меха
нических напряжении — проводилась идентификация несимметричных мод. 
ni сеть устанавливалась их принадлежность тому или иному семейству 
(('и, п)). По мере увеличения диаметра отверстия интенсивность одних 
мод уменьшалась. других увеличивалась. Установлено, что все несиммет
ричные моды проходят через максимумы и минимумы интенсивности.

Исследование распределения динамических напряжений в пластинах 
«. круговым отверстием на несимметричных модах колебаний, равно как к 
зависимость их интенсивности от диаметра отверстия, проведено в данной 
работе впервые.

1Институт механики
АН УССР Поступила 24 VII 1980

•(. I. Iiurtuc

PUaMIMIUi HljiiSPimhrn’l PUJ'IUi <n3hl>JlbbPIUr|.»ilUiU.ï, 
bl.ni' PbH-b'l.bbPI’ П2 Uf’VbSPI’’։ SUSUMIMhibW’ 

Sbinibp-sin, «(briinbraui.

H. if ij» (1 l]l n I tf

llfiptiut Ull/tllll 2 py n ! h tu l/hlipnuf

/itttli/niil / lihlimptihuj/fuih fy[np ui\ippnt( puiptulj 1цпр tt{ t L tfti l{ bpiuif (i I/ Hilf wb 

/^|у</Л/р/АрД tlj ti/lJ Lurpfili 4! Ш m Ul\j tu lt "tl L p fl (l^1'! fl 14'• fl/'P ЬршЪ Jl puui '“lllltltltlt - 
Pjittïi uiitijtttpImtitiiiltuA Ab Jfibpi '.<ut/hpnuf pi

64



Հաշվված ռեզոնանսային հաճախականությունները և տատանումների 
ձեերր համեմատվում են փորձնական տվյալների հետ, որոնր ստացվել են 
ՏՏՍ—19 պյեղոկերամ իկա յից պատրաստված նմուշների վրա:

ON THE THEORY OF ASYMMETRIC VIBRATIONS OF THIN 
PIEOZOCERAMIC CIRCULAR PLATES WITH

SEPARATE ELECTRODES

V. I.. KARLASH

S u in in a r y

The problem is solved of asymmetric vibrations of polarized along 
the thickness thin circular piezoceramic plates with a central circular 
hole. Forexcitation of asymmetric vibrations the electrode covering of 
the plate on both sides was divided into arbitrary even number of sectors 
of equal size with a subsequent switching on of these sectors in the pha
se opposite to the source of the alternating electric field.

The frequency equation and the equation for distribution of inter
nal dynamic stresses in the plate are introduced. Calculated resonance 
frequencies and vibration forms are compared with experimental data, 
obtained on specimens of piezoccramic CTS 19.
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