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М И ТЕПЛЫЙ

КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ.
ИМЕЮЩЕЙ КРУГЛОЕ ОТВЕРСТИЕ. СО ВСТАВЛЕННЫМ 

В НЕГО УПРУГИМ ДИСКОМ

Рассмотрение задач о внутреннем сжатии круговых цилиндров близ­
ких радиусов впервые было начато в работах И. Я. Штаермаиа При реше­
нии поставленной им задачи [ 1) принято, что внешняя нагрузка, действую­
щая на внутренний и внешний цилиндры по их поверхностям, осуществля­
ется в виде нормального давления, диаметрально противоположного давле­
нию на поверхности контакта. Заметим, что согласно принятой термино­
логии под внешним цилиндром следует подразумевать неограниченное те­
ло с круговой цилиндрической полостью.

При выводе уравнения задачи использовано известное решение о сжа­
тии цилиндра двумя диаметрально противоположными силами [2] и ре­
шение аналогичной задачи для внешности кругового отверстия в упругой 
среде. Воспользовавшись принципом суперпозиции. И. Я. Шгаср.ман нашел 
формулы для радиальных перемещений контурных точек цилиндров $1 и 
$з. создаваемых распределенной нагрузкой (фиг. 1), а затем получил инте­
гральное уравнение дли определения контактного давления. Это уравне­
ние имеет вид

A cos (а — Ծ) In tg — — В sin ' - - 0! -t С | Ժ0 -

= s (1 — cos а) — о cos 5. — (1.1)

где — угол контакта; г - R, — R: —радиальный зазор:

А = 2 М/г. ч-*;/?,). С=2^А\

/ _ Л+2Я .. ? = Ж = 1 х. в 1
1 4zG,0, • G.) ’ 4=G,(x։^G։)' 1 4(>,+ Gll 3 4(k, + G։)

k։. Л». (i„ (i, -упругие постоянные сжимаемых тел; б — сближение тел 
5, и S, при сжатии; p('i)— контактное давление Здесь индекс I относит­
ся к упругой среде г круговым отверстием радиуса /?„ а индекс 2—к ци­
линдру S։ радиуса R,.

Применив метод конечных разностей. И. Я. Штасрман получил числен­
ное решение задачи для случая, когда упругие свойства контактирующих 
цилиндров одинаковы.
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Построим решение контактной задачи, поставленной И. Я. Штасрма- 
нр.м. воспользовавшись комплексным представлением плоской задачи тео­
рии упругости |3]. Для вывода уравнения рассматриваемой задачи запи­
шем условно контакта

(Н<%) (1.2)

где &,(а) и &а(а)—кривизны деформированных границ н области кон­
такта соответственно кругового отверстия в упругой среде -$։ и цилинд­
ра ■$։.

Кривизна деформированного контура круговой области радиуса /? мо­
жет быть определена по известной формуле

1 ։՛ Т V,
(1-3)

где и, (я) радиальное смещение точек рассматриваемого контура;
. (Г’У,V -- -------- -

Сумму радиального смещения У, и его второй производной г»г можно 
выразить на основании [3] следующим образом:

для гочек контура кругового отверстия в упругой среде 5,
о

"Г К |Ф, (/.) ֊ /0ФГ (/о) ] + ФГ (/о) ֊ г (1 -4)
201

для точек контура упругого цилиндра

«,։ <,= Ке-^Ч-л,[Ф?(М /оФ?('о)] + Ф?(<о’ ֊^('о)1 0-5)
■ 2о2

Здесь Фу՜ (/в) и Фу (/у) граничные значения функций Колосова-Мус-
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хелишвили Ф; (х) при 2 — 6֊,, причем г = ге (} — | — 1), /0 —
точка на контуре радиуса А՝,., у = 1, 2 соответственно для контакти­

рующих тел 5, и 5>2; Ф; (/0) = » */ ~ 3 — 4*/ для плоской де-
««о

формации и х,.֊ 3 — ^/1 | для обобщенного плоского напряженного 
состояния; (7/= £‘//2(1 ֊ *;), а £, и ч, — соответственно модули 
Юнга и коэффициенты Пуассона для материалов контактирующих 
цилиндров.

Для областей 5, и 5... когда на дугах контакта £. и £; действует неиз­
вестное контактное давление (фиг. I), функции Ф/(г) получены в таком 
виде:

С -Р֊^-
2~1 ( — г

л, ■ к.

ф.О) = - X [ ХП* _X г них, , = (1-6>
‘2т.1 1 /—х 4т.} | /

где />(■') — контактное давление; Й -полярный угол.
На основании формул Сохоцкого—Племеля [3| перейдем в (1.6) к 

граничным значениям, подставив которые в выражения (1.4) и (1.5), по­
лучим

+’<։ = “ТТ* #։/'(«) ctg(a-U)//
4G, 4"Gj J

+ (1.7>

vz.՛ ‘ vri - 77՜ ^n.P (*) 4՜ \ J՜ { ctsC*1 ։’)p' (’») d'> (1.8) 
4GS 4“G2 J

Подставим формулы ( 1.7) и (1.8) в равенство (1.3) и потребуем тож­
дественного совпадения кривизн деформированных контуров цилиндром 
S, и S2 в области контакта. В результате получим следующее уравнение 
для определения контактного давления:

-֊ f dg (« - ii) / (») rfo 11 — С р (l)
г J <1 zi) G2 i (1 Ь yi) Gj

I <1 - bG£t
«[U -l- s)G.+ (1 +«S)C։| [U+ x1)(i + (i-‘֊«։)G։JK

где P,^֊- J p(։)rfr (1.10>

—°»
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При выводе уравнения ( 1.9) принято R, R. - R, однако R, R- — 
= £ 5= 0. Такое допущение возможно, когда радиусы поверхностей кон­
тактирующих цилиндров близки.

Если известно распределение контактного давления р(«) по поверх­
ности контакта, то можно найти равнодействующую Р этого давления по 
формуле

Р = R \ р (а) сояае/-! (1.11)'

Интегро-дифференциальное уравнение (1.9) совместно с (1.11) да­
ют полное решение поставленной задачи.

Сведем уравнение (1.1), полученное для случая плоской деформации, 
к уравнению (1.9). С этой целью продифференцируем (11) дважды по а. 
Затем, складывая полученный результат с исходным уравнением (1.1) и 
учитывая тождества

Р («>)сЛ> 
81П2(т — ։))

>2 *•
рр)*1п * ’»I </•> — ——I р (й) $։։։ }я — 0 ;</■»=։ 2р(я)

{Гл2 ՝

приходим к уравнению, имеющему такую же структуру, как »՛. уравнение 
(1.9) и совпадающему с ним, если в уравнении (1.1) положить 
В = <А’а

Имеющееся несоответствие между уравнениями (1.1) и (1.9) вызвано 
ошибкой, допущенной в формуле .'227՛' на стр. 144 книги И. Я. Штаерма- 
на [ 11. Эта формула должна быть записана (в обозначениях И. Я. Штаер- 
маиа) так:

V, 2'соя?1п1^ —---- л .мп

Решение интегро-дифференциального уравнения (1.9) наталкивается 
на значительные математические трудности. Однако, когда упругие свой­
ства контактирующих цилиндров одинаковы (6, — О'. - (/. X, X. - х). 
уравнение (1.9) упрощается, принимая вид

7 — 0) Р (0) <?■’■> = 2* с
(1 - *)R

— \ ^2 ■- аа (1.12)

Найдем решение уравнения (1.12) С этой целью в (1.12) произведем 
замену переменных, полагая 1 п - х В результате имеем
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1 dx - f.

л. А_________ ___________
Г 2т. (1 4-ж)(1 4- V) R ' °0 

(1.13)

‘?'o

агс^)^ аге 1у;)

Общее решение уравнения (1 13) дается формулой [5]

р‘ (arc tgi) dx -| Г)

V«’՜
(1.И)

1

Подставляя п (1.14) значение функции /(1) / и вычисляя при этом
необходимые интегралы, получим

D
(1.15)

Искомая функция р(а) определяется так:

,(»)-= С1 (1.16)

Постоянные С, и О найдем из условия равенства нулю контактного давле­
ния в конечных точках области контакта, то есть из условия р(±а<>)—0.

Исходя из формул (1.15). (1.16) и указанного выше условия, полу­
чаем

___________ 2е£___________ 1п 1' Q5 4-1 +
(l-t֊*)(14֊»)[4-In(a3-rl))/? 1 ajrl - 1 4T7^՜

(1.17)

p _ 2P —_______ 2~tE_____
* ’ (l x)(I-v)/?

I 41 “' r 1 
\4 — In (a՛ - l)

(1.18)

Подставляя формулу (1 17) и равенство (I II) и вычисляя при этом 
необходимые интегралы. приходим (с учетом (1 18)) к следующему урав­
нению:

Р_______ 8[£(!•) - E(k)\______
*Е (1 + •») (1 i- »)(4 ֊ In (a- t 1)1 (1.19)

где £(/>*) и А(А') • полные эллиптические интегралы A* sina,,.
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Формула (1 19) устанавливает зависимость между утлом контакта 
а(„ равнодействующей Р внешней нагрузки, радиальным зазором е и упру­
гими постоянными £ и V.

В таблице приведены результаты вычислений контактного давления 
и величины Р.к'Е для случая, когда контактирующие цилиндры находятся 
в условиях плоской деформации (х 3—4\) и V ֊ 0.3. В числителе при­
ведены значения р(а) и Р.т£. подсчитанные по формулам ( 1.17) и ( 1.19), 
а в знаменателе—по формулам, установленным в работе |4| для ’ ՝учая. 
когда внешняя нагрузка приложена п центре внутреннего цилиндра

На фиг 2 построены кривые, выражающие изменение угла контак­
та <х„ в зависимости ит величины /' г£. причем кривая I построена по фор­
муле (1.19), кривая 2 по формуле, полученной в работе [4|. а кри­
вая 3 — по данным работы | 1] Из таблицы и фиг. 2 видно, что в рассмат­
риваемых случаях нагружения цилиндров отклонение в результатах по 
Р/еЕ и р(а) незначительное при а <: 5՛ 18՜.

Таблица

”0

Значение «омтлктного леплении р (։), 
доли ։£'#. при 1 р

»£
0

П 
1 о֊ о 

| и
 

в

X
3

»с

*1^

т. О.ЮЮ 0 0.0546
9 0.1042 0 0.0563

2 0.2418 0.20% 0 0.2495
9 0.2740 0.2363 0 0.2814

•» 0.5537 0.5232 0.4165 0 0.7950
3 0.7329 0.6847 0.5267 0 1.0297

4 _ 5.3699 5.2305 4.7704 3.7892 0 9.3160
9 5 3270 5.0876 4.3643 3.1084 0 8.7113

О 05 10 15 Р/а

Фяг, 2.

Сравнение кривых 1 и 3 на фиг 2 покалывает, что имеет место значи­
тельное отклонение результатов приближенного решения уравнения, уста­
новленного в работе | 1]. г результатами точного решении задачи, выра­

77



жаемого формулами (1.17)—(1.19). Существенная погрешность прибли­
женного решения объясняется, как было показано выше, ошибкой, допу­
щенной в уравнении И. Я. Штасрмана.
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1Г. Ь. ՏՅՈՊ1.Ի

ԿԼՈՐ ԱՆՑՔ ՈՒՆԵՑՈՂ ԱՌԱՈԴԱԿԱՆ ՀԱՐԳՈՒԹՅԱՆ 
ԵՎ ԱՆՑՔԻ ՄԵՋ ԴՐՎԱԾ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ ՍԿԱՎԱՌԱԿԻ

ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅՈՒՆՍ

Ա մ փ ո փ ո է մ

ճշտվեք Լ իրար մոտիկ շաոավիդներ ունեցող երկու կլոր դլանների 
Ւ. Տա. Շտաերմանի դրվածքով կոնտակտային խնդրի հավա սարու մր; Տրվում 
Լ այդ 'ւււվաււարմտն ճշդրիւո լուծումր, երբ կոնտակտի մեջ դտնվոդ դրոնների 
տոաձդակ տն հ ատկութ յուններր մ իևնույնն ենւ Կատարվել Լ տարրեր դրվածք­
ներով ստացված այւյ խնդրի լուծման արդյունքների համեմատոլթյունրւ 
Ցույց Լ տրվում, որ Ւ. Տոլ. (/ տաերմանի հավասարման մեջ ք^ույ1 Լ ուրվեյ 
սխալ, որն աոաջացել կ դլանների կոնտ ո։ րա յին կետերի ■> լա ռավ ի ղային տե֊ 
ղ տ էիոխ 1.1 /7յոլնների համար սկզբնական բանաձևերի անկշտությամբ}

CONTACT INTERACTION OF ELASTIC PLANE HAVING 
CIRCULAR HOLE WITH INSERTED IN IT ELASTIC DISC

M. I. TEPLY

S u ш m a г у

I he equation of the contact problem for round cylinders of almost 
equal radii in I. J. Shtayerman’s stating is derived. An exact solution 
for this equation in the case of equal elastic characteristics of cont­
ract cylinders is given. ’I he comparison of the solutions for the above 
problem In different statings is carried out. It is shown that an error 
is present in Shtayerman's equation. The error was caused by inaccu­
racy in the initial formulae for radial shifts of contour points of the 
cylinders.
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