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Л В. БЕЛОКОПЫТОВА. О. А. ИВАНЕНКО. Л. А. ФИЛЬШТИНСКИИ

(
ПЕРЕДАЧА НАГРУЗКИ ОТ УПРУГОГО РЕБРА

К ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОЙ 
ПЛАСТИНКЕКонтактные задачи для анизотропной полуплоскости с накладками 

осматривались в [1]. Обзор основных результатов в этой области со­
держится в [2]. Взаимодействие изотропной иля анизотропной пластины 
с двоякопериоднческой системой упругих тонких включений изучено 
ИЗ. 4].

Ниже рассматриваются задачи о передаче нагрузки от упругого тон­
кого включения или периодической системы включений к полубссконсчнон 
пьйояерамичсской пластинке. Общие представления решений строятся на 
базе полученных в данном работе фундаментальных решении двумерных 
уравнений электроупругости для полуплоскости. Детально исследуется 
случай, когда конец ребра выходит на границу полуплоскости. Приводят­
ся результаты расчета.

1. Все построения будем проводить для поиеречиоизотропной пьезо­
электрической среды (кристалл гексогональной системы 6 гит, поляризо­
ванная вдоль осн о2 керамика), уравнения состояния которой в кристалло- 
физической системе координат хуг имеют вид [5]

— •'Чг'3* ՜է՜ ՜է 5Ա3- ՜է՜

= ^\г3«- 4՜ ^л3!/ 4 5103, 4

5ոՆ- I 5и;у 4 ձ333։ -■}֊ ժ3ձ£Հ

Тог : ~ ^15',. ՜“

Լ, = •$«-„ -Г ՀտՀ.? I 'гЛу

(1.1)

Т„у —2(^11 -Տյ)՜*/  ^зх<*  4՜ • ^зз3-՜

Здесь <з։, ... , -и £։, ........~ту— компоненты тензоров меха­
нических напряжений и деформаций /А. Л/, Ег, !)л, О9, О1— компо­
ненты векторов напряженности электрического поля и электрической 
индукции, 5« =։ 5,1, </,ь 5^.=-£^_--соответственно упругие податли­
вости, пьезоэлектрические модули и диэлектрические постоянные 
среды.

Привлекая уравнения равновесия, условия совместности деформации 
и уравнения Максвелла [6], находим с учетом (1.1) компоненты механи­
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ческих л электрических величин для случая плоского напряженного со­
стояния в плоскости хог

з
5ж “ 2 R« £ р’Ф4 (г*)? з^х + р.г 

4-1

3
£>г = — 2Ие V г4ФА'2.)

4—1

Рк== аИТл '(к4 ~ ^'5 а>д'4'1А

Чк = 0.5 (а13 — 5«) 1АрА 4- а^к Р*1 — (аЛ - с/15) X*

*л = апР* + а» Р*

гк = а20'4Р*‘ " ^15^

Ф* (**) == <^Ф* (^)/с/*\

й։0 ~ ~ ■»■ ■$«» О;ц = А'1։

с20= еи5 а21 ^։5 ‘/м’ а22 ~ е«՛ а:з = ^31

Здесь и, ОУ — компоненты вектора упругого смещения, ։р — потенциал 
электрического поля, РА— корни характеристического уравнения.

(аи г “ПР2 + «н!1’) (а« 4֊ а։։Р։) — Р3 (азх -г а»Р2)2 -- 0 (1-3)

Так, например, для керамики Р2 Г-5 вычисления дают

Рд = 1.024/, р, = 0.215 + 1.038/, р։ = — 0.215 ф 1.038/

•„ ~ — 2Ке £ («*);  1трА>0 (1.2)
4-1

з 
з։ = 2 £е У 7аФа (гА); 1к = ал + а22р| 

4-1
3

и 2 Ис У ркФ.л (гк) 
4-1
3

ш = 2 Не У, <7АФ*(« А) 
4-1

? = -2Не^/.АФ*(г 4)
4—1

£\ = 2Ие ГМЗД
4 — 1

£*  = 2 Не У >*р 4ФА (гА)
4-1

£>. = 21?е £ г4 !»*<։>;  (*?
4=1
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Компоненты главного вектора механических усилий вдоль дуги АВ 
определяются формулами

fznds = 2Re£ vAW 

лв

\Z.ds= 2ReV-;^,(r.) 
AB

(1.4)В

А

Выражение для нормальном компоненты Оп вектора электрическом 

»шдукуи»։. В на дуге АВ и потока вектора I) через АВ получим, используя 
формулы (1.2), и формулы для компонентов 1)х и I)» из (1.1). Имеем (ф — 
угол между нормалью к дуге .4 В и осью ох)

а 2Re УаЛ?)глФ4(>\) 
а-։

Г ’ Iе\a</s = 2Rcy г4ф*( да)

АВ

(1-5)

а4 (ф) •- 'г* А cos у — sin !»

2. Пусть в точке (ха, г») неограниченной пластинки действует сосредо­

точенная сила Р = (Pcosio, Psinoi) или сосредоточенный заряд плотно­
сти р.

Искомые функции в атом случае имеют вид

<^(zJ = MAln(zA-zt0); z,0=x0+p։z0 (/:= 1,2,3) (2.1)

Для определения постоянных .4% необходимо привлечь три условия 
однозначности перемещений и потенциала электрического поля и три усло­
вия вида (L— произвольный замкнутый контур, охватывающий точку 
U, 2.)).

Xnds = /■’cos ш; = Л sin w; \>D„ds = р (2.2)
h L L L

Реализация указанных условий приводит к системе шести алгебраиче­
ских уравнении относительно zlt

3
2 Re V ДарГ’-^ (л = 0,1........5)

а-։

^соаи* , Qi; —)
2"aioaa» 2 1

= —֊----- | Р sin ш (d^an акаи) - I
2оД։о»

(2.3)
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г> СО S<։»в՝= аа

= 7~~ U'sin <0(aûx <fX5) + 
2кДх

*^1 ®ЗО^2Э ^21®22> ^2 — ^23’ ^3 ~ ®21^2з ^14^20

Определитель системы (2.3) А #= 0, так как

. 8/Iin $i։ lin jt2Im рд . - -. л
Д =----------- ;-------- .--------- I (?i - 14) (14 ֊ 14) (14 - 14) (14 ֊ Нг) (Н, 14) X

114 14141
X (14֊ Ил) Г (2.4)

I։։։ и*  > 0, р4 =£ рп ( лг -/- п; к, п — 1, '2, 3)

1 аким образом, система (2.3) определяет постоянные Æ;. Подстав 
ляя их значение н (2.1). находим функции Ф,. (<>.), описывающие ноля ме­
ханических и электрических величия в неограниченной пьезоэлектрической 
среде при действии сосредоточенных сил (зарядов).

Пусть теперь в некоторой внутренней точке Л/ (х„. 2«) верхней полу­
плоскости сосредоточен заряд плотности р или действует сосредоточенная 
сила Р — (Рсо$(о; Psillû)).

На границе < = 0 зададим усилия z-> тд.. и потенциал электрического 
ноля <( — 0 (эдсктродированная граница), в случае нсэлсктродированной 
границы, когда внешняя среда представляет собой воздух или вакуум, по­
ложим приближенно /3„ - 0. Это сделать можно, так как диэлектрическая 
проницаемость воздуха или вакуума в сотни раз меньше, чем у керамики.

Требуется определить функции Фл(гА), описывающие поля механи­
ческих и электрических величин в среде.

Искомые фуикиии представим п виде

֊- -^֊

՝ t 2i0
(2.5)

(к = 1, ‘2, 3), 1m üi* = О

Постоянные Л.1։. определены в (2.3), функции о>х (х) подлежат опре­
делению.

В силу (1.2) краевые условия на границе 2 = 0 запишем так:

3
2 Re £ спАФ*(х)  /л(.т)

*0.1
(п- 1,2,3). с.ь = -Аи4, c2k-.yk (2.6)

/1(х)= Л(*)  = °-՝ |։_0> /з(х)=о
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Здесь условие при П = 3 соответствует для электродированной гра­
ницы заданию дъ(дх О, в этом случае с34 = >4. Если граница не 
покрыта электродами, то электрическое граничное условие берем в 
виде 0։ = 0, в этом случае с3к — — ге

Подставляя предельные значения функций (2.5) я краевые условия 
(2.6), приходим к следующему матричному сингулярному интегральному 
уравнению

об
42(0 + — 1' 2(х)—.=/(՜։)

.1 X ֊ :
со

(2.7)

Л=ИеС = ВКесЛД = / 1т С - 7||1т спЛ|

ГФх(х)-1 гА(х) ֊.'1'Ь 1зИ2 '
2(х) = . /(х) = Д(х) . с = 11 Ъ 7»

-А(х) ՝ С31 С32 -

/я (х) = /л (х
3

)-2Ке V 
А-

1'Ак (п = 1, 2, 3)
х-

Проще всего обратить (2.7). решив соответствующую задачу Римана. 
Опуская выкладки, приведем окончательный результат (С —матрица об­
ратная к С).

2(х)«=2*(х)  2КеЬсГ’С

• 03
2 (Е) = |КеС֊')/(Е) -— ՝ - [ ~ (2-8)

- оо

ЙеС՜’֊ Иш С ' С՜'

Учитывая выражение для столбца / (х) из (2.7) и выполняя в (2.8) необ­
ходимые квадратуры, находим

1/\1—”» ~ 
х — г10 х

2*(х)  = [КеС-'|Г(х) 1 [ /’ (О = (2-9)

— 00

= (ШЬ и>з]. С՝ = |]сл4Р

Здесь под выражением }а։, а։. п. ) понимаем матрицу-столбец 
П’(х) — известный столбец.

Подставляя О)*  (х) из (2.9) в представления (2.5). получаем решение 
поставленной задачи
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ф։(х4) = F„(zk) + ~k— + f

Zk 2IO n-^k — 2nQ

°*  . (2.10)

ского поля. Электрические краевые 
условия на линии ребра имеют вид

ф"г. i. £.+ = £7, (3.1)

где Lt —касательная компонента вектора напряженности электрического 
поля, знак плюс относится к левому берегу при движении от начала ребра 
(точка Л) к концу ребра (точка В).

Приравнивая осевую деформацию включения к полусумме деформа­
ций пластинки на его берегах (что допустимо в силу достаточно малой 
толщины включения), получим, на основании (1.2), условие совместности 
деформаций ребра и пластинки.

• 1 f ^(x) - \Fb(^ = ֊~ dx. В = (С)-'С = [Ьт
2*1  J X — zb 

— cx
(k = 1, 2. 3)

Интегрируя (2.10). находим 
з __ _ —

Ф*  (zA) — l’\{zk) 4՜ :Ak In (zk — zM) 4֊ У ibk„An In (zk z„0) (2.11) 
л-1

Можно показать, что если действует лишь сосредоточенный заряд, з 
~ 0. то имеют место равенства

3 _ _
А к 4՜ у ЬкпАч = 0 

»1 = 1
то есть функции Ф*(г*)  затухают при |гА|֊>оо. Если же Р =/=0, 
то (I\(zA) ведет себя на бесконечности, как lnzA> то есть неогра­
ниченно возрастает.

Если Гранина полупространства 2 = 0 свободна от сил. то в (2.10) не­
обходимо положить Рк (Z&) ~ 0 (k = 1, 2, 3).

Функции Фл (2*)  определяют в этом случае функцию Грина двумер­
ной краевой задачи электроупругости для верхней полуплоскости 2 > 0.

3. Рассмотрим пьезокерамическую полубесконечпую пластинку, под­
крепленную тонким упругим диэлектриком, выходящим на границу 2 = 0 
(фиг. 1). Предположим, что к концу ребра приложена сила Q, ребро рабо­

тает лишь на растяжение- сжатие, 
граница 2 = 0 электродирована и 
и свободна от сил.

В этих условиях в пластинке 
возникают связанные сингулярные 
поля механических напряжений и 
вектора*  напряженности электриче­
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3 « TV
2Re^W>m) = — 

*~i г-пГо
I

N— — ^g(s)ds, Кь ('?) - cosy — рк sin ф 
м

(3.2)

^ = Re/ -I- ujmf, /([ /, /]

Здесь V — усилие в сечении ребра. йУОДО интенсивность кон­
тактных усилий, £о Л։—соответственно модуль Юнга, площадь попереч­
ного сечения ребра, ф — острый угол между ребром и осью г, [— /, /] — 
отрезок, занимаемый осью ребра.

Используя фундаментальное решение (2.10), искомые функции пред­
ставим в виде

2֊;f(**)  =
2г. id,] tk-zk 

— I

& (s) ds (3.3)
Л

lmg(s) —0, ik Z^cos b -{- ak{\)S

Здесь Ьк ~ Ак при Р = 2~, р = 0; <7 — толщина пластинки, 2/ — 
длина ребра. Можно показать, что представления (3.3) автоматически 
удовлетворяют на границе 2 — 0 краевым условиям

•5, = 0, -= 0, ? - 0 (3.4)

Подставляя в (3.2) полусумму предельных значений функции (3.3) и 
вводя параметризацию отрезка [—/, /] по формулам

s = ;Z, Хф)=<и(’) (3.5)

приходим к сингулярному интегродифференпиальному уравнению относи­
тельно функции со(д)

6 = 21m У bklMV

(3.6)

//•О, и֊2ь Е
‘.--iaU?)G[;֊rU;'0)] 

2r.ld

rin('o) — — 14- - (14- ;0)
аа (?)
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К уравнению (3.6) необходимо присоединить дополнительное стати­
ческое условие

>

-1

В ядре Н' (<. с,.) имеется неподвижная особенность в точке

« = — 1

Для определения порядка особенности функции ь>(|) на выходящем к 
границе конце ребра положим

«>(с) = МО . 
(1 -Н)*' |тр֊о; 1; 1); о<р<1 (3.7)

Подставляя (3.7) в интегральное уравнение (3.6) и используя фор­
мулы для асимптотических значений интеграла типа Коши в окрестности 
конца линии интегрирования [71, приходим после стандартной процеду­
ры к трансцендентному уравнению относительно |">

з
21ш Е 

Л, г. — I

։-?
- 6’ СО5 "Р -֊ О (3.8)

4. Пусть теперь полу бесконечна я пьезоэлектрическая пластинка уси­
лена периодической системой ребер, выходящих на границу 2 = 0 (фиг. 2). 
Будем предполагать, что к концам ребер приложены одинаковые силы и 
ребра непрерывно скреплены с пластинкой.

Учитывая периодичность механических и электрических полей, пред­
ставим искомые функции в виде

ф* (г*)  ~ I £ ($) I ( *'■  - 7 </$ 4֊
/ / га Ь1 1 /-1

I
1 3 - - С Г " (( гг.}+ 777 £ ЬкпЬп ~^г------------'

(4.1)

где Т — период структуры.
Очевидно, что условие совместности деформаций (3.2) достаточно вы­

полнить на одном из ребер, в силу (4.1) на остальных ребрах оно выпол­
нится автоматически.

Как и выше, приходим к сингулярному интегро-дифференциальному 
уравнению

։ ։ ։
I (л (;. «о)ш («) 4՛՝ 4՜ 6а(£» «о)И) </« 4-' (•)

-։ -1 и

(4.2)
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^(Е, Ео) = 2 1т £ 6и>*(4)  ЯН'!>)с։гК(0)(Е-Ео)1 

Л -1

з _ _ _____ •
£(Е,Е,)=»21т £ ЬкПЬпак (?)/?<.(?) 1«. (?) [?-^(Ео)]}

к, л=»1

2Гб/ «А(ф)=у аА(Ф)

<) 3 3 — —М — 2 Не £ с,а, (?)/?*(?);  С4=6л+ £6^6,,
7 Л -1 л -1

5. Уравнение (3.6) реализовано численно по схеме работы [8].

На фиг. 3 представлены кривые изменения контактных усилий 
—(՛-։(;), а на фиг. 4—внутренних усилий Л|Г в сечении ребра ио его длине 
(кривые I, 2, 3 относятся к значениям ф — 55", 60՜՝, 75е соответственно).

4 Иззсстия АП Армянской ССР. Механика, .V. 5
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I la фиг. 5 приведен график изменения порядка особенности |3 в функ­
ции от угла ф.

Из результатов расчета следует, что при 0 ф 5Г контактные 
усилия - <о (£) ограничены на конце /1, при 5 1 < ф 90° в контактных 
усилиях появляется особенность, определяемая формулой (3.7).

Авторы благодарят С). А. Письмиченко за помощь при численной реа­
лизации алгоритма.

Сумский филиал Харьковского 
политехнического института 

им. В. 1'1. Ленина Поступила 12 V 1980

1.. Վ. Ր1։1.(1ԿՈՊհՏՈՎԱ, 0. Ա. ԻՎԱՆԵԱւՈ. Լ. Ա. ՖԻԼՇՏԻՆՍԿԻ

ԱՌԱԱԴՍ.ԿԱՆ ԿՈՎԻՑ ՈԵՌՆՎԱԾՈԻԹՅԱՆ ՓՈԽԱՆՑՈԻՄՐ.
Կ1’ՍԱԱՆՎԱ»Ջ ՊՅԵՎՈԿԵՐԱՄԻԿ ՍԱԼԻՆ

Ա մ ւ|ւ п փ п ։ մ

Դիս։ արկված են մեկ կ"դ1'!/ կամ կուլերի պարբերական համ ակարդիէյ 
ւդյեղոկերամիկ կիսաանվերջ սալին րեոնվածության փորրաւյմ ան վերաբեր- 
յալ կլեկսէրաաււաձգ ական երկչաւի կոնտակտային խնդիրներ։

Հէէդվէոծոէմ կառուցված Գրինի ֆունկցիա յի օղտսպործմ ում բ դրված 
խնդիրր բերված կ կոնաակտային ճիգերի նկատմամբ .սինգէույտր ինտեդրա- 
7 /՛{' ^‘Ս /' "Ղ ՝ ՛է111 “ Ր լս ր

Եդրա գծի վրա գուրւ։ եկող կոդի ծայրում կոնտակտային ճիգերի եզա­
կիության կարգը որոշելու Համար ստացված I; արսւնսցեն գենտ հավասարում։ 
ներվում են թվային արդյունքները։

LOAD TRANSFER FROM AN ELASTIC RIB TO' 
A SEMI-INFINITE PIEZOCERAMIC PLATE

L. V. В LOKOPYTOVA. O. A. IVANENK3, L. A. PHILSHTINSKl

Summary

The paper deals with two-dimensional contact problems of electro- 
elasticity concerning load transfer from a single rib or a periodic 
system of ribs to a piezoceramic semiinfinite plate.

By using the Green function the given problem is reduced to a 
singular integro-differenlial equation relative to contact stresses.

A transcendental equation for determining the order of the pecu­
liarity of contact stresses on the boundary-side rib end is obtained. 
The results of the calculations are also given.
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