
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК армянской ССР 
Ս-Լխանիկա ՜ XXXIV. № 4, 1981 ՜ Механика

Л Г ПЕТРОСЯН

КАЧЕНИЕ ТЯЖЕЛОГО ЦИЛИНДРА НО ПЛОСКОСТИ.
ПОКРЫТОЙ СЛОЕМ ВЯЗКОГО СТРУКТУРНОГО ВЕЩЕСТВА

Механизму влияния твердой поверхности на контактирующую с ней 
жидкоич. были посвящены работы многих исследователей. По-видимо- 
му. молекулы жидкости, гесял контактирующие с твердым телом, сцеп
ляясь с поверхностью или адсорбируясь на пей, создают поверхностные 
слоя, образующие поверхность раздела соприкасающихся тел. Эти по
верхностные слон обладают особыми свойствами, часто резко отличны
ми о։ свойств тоги же веще՛.два ;» объеме фазы. По мнению Кингсбе
ри [I] в области притяжения молекул металла происходит интенсифи
кация вязкости части жидкости. Харди и Ноттейдж [2] и Хенникер [3] 
также утверждают, что вблизи твердой сюнки необычно высока вяз
кость но сравнению с вязкостью в свободном объеме жидкости.

Для выяснения влияния граничных поверхностей на вязкость тон
ких пленок смазки меж 1у двумя оптически плоскими параллельными 
круглыми дисками, сближающимися друг с другом. Пиде [4] провел 
серию экспериментов. Измерения, выполненные им. показали, что с 
уменьшением юлщины слоя увеличивается расхож теине между нзме 
ронньмн и расчетными интервалами времени сближения дисков. Фак 
титеской время сближения дисков было больше расчетного, что указы
вает на нскотор.ое увеличение эффективной вязкости смазки в тонких 
пленках Нельзя дать иного объяснения этому эффекту. кроме как 
предположить, что близость металлической поверхности влияет на вяз
кость жидкости, заставляя пленку становиться более твердой [5].

Теоретические расчеты вышеуказанных экспериментов были оено-: 
ваны на классической теории континуума. Однако классическая точка 
зрения налагает сильные ограничения на пределы в которых конти
нуальное описание макроскопического неведения может успешно отра
жать тонкую структуру материала. Накопившиеся факты последних 
лет свидетельствуют о том, что классическая теория континуума Пая 
вье-Стокса но может предсказать поведения некоторого класса жидко-: 
стен н особенно течений через тонкие капилляры и узкие зазоры, так] 
как нс содержит механизма для объяснения наблюдаемых новых физи-д 
веских явлений. Это обстоятельство совместно с другими недостатка-! 
ми классической теории континуума привело исследователей к разра
ботке теории несяммстрнчпых-структурных жидкостей (моментная тео
рия). В этой теории введены два независимых кинем., и 1?ских :??>.тор- 
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яых поля, одно из которых представляет поступательные движения 
частиц жидкости, а другое вращательные движения частиц [6—9 
и др.].

Ниже рассматривается задача качения тяжелого цилиндра по пло
скости. покрытой слоем вязкого структурного вещества (несимметрич
ная жидкость).

1. Приближенные уравнения плоско-параллельного течения для 
смазочного слоя. Основные законы механики сплошной среды в диффе
ренциальной форме имеют вид

(1.1)

'"57 = '“'«>։“’») 7< ?..<
Здесь р массовая плотность жидкости, и, —скорость точки, — 
средняя угловая скорость вращения частиц. 1 скалярная константа 
с размерностью момента инерции единицы массы. Ц плотность рас
пределения массовых сил. с։ внешний массовый момент, — тен 
ЗОр Леви-Чивиты, и — удельная внутренняя энергия, ^ — вектор тепло
вого потока, тензор силовых напряжений, р,. тензор момент
ных напряжений.

Для определяющих уравнений имеем

'1/0 <-р + I*<՝а; < + ®<. /) <12>

[ -1Я - 1*гК.) ■ 2К։»ош» <’-3>

н,,,, - I + ..) <։••»>

^1 = < ("’>. У(1'5>

где индексами в круглых скобках обозначены симметричные части тен
зоров силовых и моментных напряжений, а индексами в квадрат
ных скобках антисимметричные части соответствующих тензоров, 

I1. I1,. <7., 7, - положительные скаляры, характеризующие изо
тропные свойства среды, р — давление в жидкости.

Подставляя (1.2)- (1.5) в уравнения (II) и считая коэффициенты 
вязкости постоянными по всей жидкости (однородная жидкость), по
лучим уравнения движения структурных жидкостей.

Рассмотрим установившееся плоско-параллельное течение вязкой 
струи։урной жидкости между приблизительно параллельными поверх
ностями. радиусы кривизны которых достаточно велики по сравнению 
со средней толщиной слоя о (фиг. 1).

Для изучения движения жидкости выберем ортогональные криво
линейные координаты х и у. причем координату х будем отсчитывать 
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вдоль одной из направляющих ЛИ. а координату г/ по направлению нор
ма.՛:։! к пей. При ггом предполагается, что расстояние 6 между поверх-

V V, 
костями мало по сравнению с величиной ———• где £/—харак-

терная скорость течения, *= — и = —------соответственно кине

матическая ньютоновская вязкость и кинематическая вращательная 
вязкость.

Ограничимся анализом двумерного (плоского) установившегося

Фиг. 1.

течения несжимаемой жидкости. 
Массовые силы и моменты будем 
считать пренебрежимо малыми. 
Тогда вектор скорости, вектор уг
ловых скоростей и давление будут 
определяться зависимостями вида

у г»[и(л\ у), г'(д', у). 0|

։•> = и[0, 0. ••>(л՜, у)] (1.6)

р =р(х, у)

а уравнения движения сведутся к следующему виду:

ди _ до 
дх ' ду

Ввиду малости о кривизной координатных линий будем пренебре
гать и примем, что для течения в рассматриваемом вязком слое оста
ются справедливыми уравнения (1.7). Ввиду малости о будем считать, 
что составляющая скорости е много меньше и (с « и} и что, кроме то
го, вследствие прилипания жидкости к стенкам, изменения и и <о в на

ди . ди и _р у — =
дх ду

1 др . . д*и а-и \ о ды
р ах \ дх- ду / ду

ду ,и — 4- у — = 
дх ду

1 др / огу (Ру \ дш
-----------:-----Н*-г'*/•)(-------- 1--------)—2**г------ (1-7)Р а у V ох- а у* / Ох

, (7«|и----  ■ V---- ---
дх ду

2ч г / ду ди \ , / д-м , Л \! \ох ау) / ՛ Тду2)

С 4- с.
где 7 = —у—- • а 

вязкости.

<■' с.
са = — и с. - —՛ коэффициенты моментной

правлении осн х происходят гораздо медленнее, чем в направлении у
ди „ ди с/о> _ дсч

то есть, что —<£— н —<С — 
дх ду ах ду
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... ди дм д9и д*м1огда, отбрасывая в (!./) члены V, -----. ------» ------- и ------» как
дх дх дх* дх?

малые по сравнению с другими, получим следующие приближен
ные уравнения установившегося плоско-параллельного течения для 
вязкого смазочного слоя:

1 др 
дх

, । \ (,2ц « л= + М֊ 4-2^ 
оу3

Ом 
с/у

(1.8)

^0 (1.9)
с/у

(Са +
О /о . ди --------- '2.4, I '2м 4  

ду'---------\ ду )=” (1.10)

ди ди—֊ ։------ = 0 (1.11)
дх ду

Уравнения смазочного слоя (1.8) — (1.11) содержат члены, харак- 
гернзующяе несимметричность диады силовых и моментных напря
жении.

Аналогичные уравнения для частных задач были получены также 
в работах [5] и [10], но в работе [10] в уравнении (1.10) опущен 
член Однако, как показывает анализ порядка величин, этот 
член имеет такой же порядок, как и два других члена в уравнении 
(1.10). Исключение этою члена существенно влияет на характеристи
ки движения в смазочном слое [5]. Оценки порядка величин, выпол
ненные в [5]. по нашему мнению, не вполне убедительны.*.

* Автор [5], вводя безразмерные параметры

— х — у — и — V — |.>Л — р
а У Ь С и О Р

<2<» -длина пластины, Л толщина пленки) я пренебрегая V. уравнения поступа
тельных движении записал н безразмерной форме

дх п дх- 5 Ор Л Л
- Он 
Ч —— 

ох

Поскольку /?Л С I и | —|< I, го неубедительно получение нз приведенных урав

нений соотношений (1.8) и (1.9).
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2. Качение цилиндра по плоскости, покрытой слоем вязкого ве
щества. Рассмотрим круглый цилиндр (каток) длины /Л, радиуса R и ве
са </. катящийся без скольжения с угловой скоростью $2 по горизон
тальной плоскости, покрытой слоем вязкого вещества толщины /У 
(фиг. 2). Найдем величину необходимой для качения цилиндра силы 
тяги ф.

Для решения задачи применим к части вязкого слоя АВСО, нахо
дящейся в рассматриваемый момент непосредственно под цилиндром, 
приближенные уравнения (1.8) -(1.11).

Выбирая оси координат гак. как показано на чертеже, и обозначая
переменную толщину слоя под 
цилиндром на расстоянии х от 
начала координат через А. будем 
иметь

"й = /10-тК I № ֊ а*5 (2.1)

где — толщина вязкого слоя 
при х ֊ 0.

Обозначая абсциссы крайних 
точек А и К через а и Ь и по
лагая. что мгновенная ось вра
щения цилиндра проходит через
точку Л (0, Ао), примем для рас

сматриваемой задачи следующие граничные условия (9, 11|:

при у ■■ ■ 0 и = 0, т) — 0, ц» = 0
(2.2)

при у — А и = 2 (Л ֊ Ао), о=-. -2х. и> = 0

при х =■= —а и х = Ь р — 0
дрпри х - —а —— = О 
дх

Условия (2.2) выражают предположение о прилипании жидкости 
к твердой границе. Первое из условий (2.3) означает, что давление вне 
объема поджатой части вязкого слоя полагается постоянным. Послед
нее условие принято во избежание отрицательных давлений в слое 
АВЕ>С вблизи границы АО [11]-

Решая уравнения (1.Ь) н (1.10) и используя граничные условия 
(2.2) для скорости и и угловой скорости и», соответственно, получим.

1 1>Р , 2 и ------------у
2р ОХ

________ А А 511 /.'Л________
АЛ 5'1 АЛ ; 2Л'2 (1 — ей АА )

4-№Л (£?*>■֊ 1)
кН я И АА 2Л -* (1 — ей кй)

(г֊*А—1) ^1
- 

ю — -А^(, 2ЛЛ
•1р V 0х ՝. А А /

А др

+
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(<?*л -- 1)
-И* *y~ И-------------

Lo A АЛ л Л 2;V?\ h dP 
'2 \ h / 4pv dx \ kh. ) 2pv dx

khshkh )-2№(l ch kh)

(2.4)
1 (> / _ /?0 \________ kh sh kh_________ h d/f
2 X h ) kh sh kh — 2.V2(1 — ch kh) 4*v dx

g-’-y (ekfl 1) -e^je- **
2sh кh

1 dp
2pv dx

sh ky
$h kh

Здесь

Для определения давления р обратимся к уравнению неразрывно 
сти (I II). Беря от обоих частей этого уравнения интегралы но у в пре
делах от 0 до h я принимая во внимание условия (2.2). получим

Л Л А
п Г du 1 d f . дк . . д 1’ . п., , . dh2.V = — dy — tidy-------- (//) =----- иду - Q (Л Ло) ֊—

J их их J dx dx dx
ио о

Откуда, интегрируя по х. находим

Л

2 ( иду = 2 (х= 4- й1 - 2/;0Л -у С) (2.6)
и

Подставляя в левую часть полученною равенства значение и из 
(2.4) и вычисляя интеграл, будем иметь

_ _________________ в(*д -2М ЬС)______________ 0
6р дх | ВЛ7 кН (I 4- сЬ йй) - 2.У- аИ к к '

Л'- Л ЛЛбЬЛй I- 2Л;,(1

Заменяя здесь /։ его значением из (2.1) н определяя С по послелне 
му из условии (2.3), нзндем окончательно

дх 6р2|] ^--ц- + р 7с - х- ] Л3/Л(Х/,Л) (2’8)

где
/ (V / А) = 1 . 12/2 _ 6Л՜7 ^(1 Ч-сЬ Ы) —2;У2$Ьйй /2

՛' ‘ ' /г к ккз\Акк -Ь2№(1 -сЬМ)

Выражения (2.1) и (2.5) вместе с (2.8) лают соответственно зако
ны распределения скоростей и угловых скоростей в слое.

Закон распределения давлений находим из (2.8), принимая во вни 
мание условие (2.3)
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X

/> (х) = 6^2 Г ГI-------- А° , I—■/* - ах
Л ]л։/л(л,/,л։

(2.10)
Равнодействующая Р сил давлении со стороны слоя на цилиндр 

будет, очевидно, проходить через центр О, цилиндра, а ее проекции на 
осн координат будут равны

, 1‘ р(х)хдх
0 .՝ |/7ё5-л? ’

ъ
( р(х)ах

—а
(2.11>

При этом абсцисса точки $ приложения равнодействующей будет

Р. R
х> = —— 

1
(2.12)

Переходя к определению сил трения, отметим, что порядок их в 
рассматриваемой задаче ниже, чем порядок сил давления, так как вяз
кий слой между поверхностями тонок, в чем мы убедимся на числовых 
примерах. Поэтому составляющими сил трения можно пренебрегать по 
сравнению с соответствующими силами давления. В рассматриваемой 
задаче этот вывод, очевидный для составляющей вдоль осн Оу. нуж
дается в проверке по отношению к составляющей вдоль оси Ох.

Для оценки величины силы трепня ограничимся рассмотрением до
статочно тонкого слоя, у которого среднее значение толщины слоя /т 
мало по сравнению с а. Это условие, как видно из (2.1). будет выпол
нено, если в свою очередь а будет мало по сравнению с R, причем по
рядок малости величин /։/а и а/Н будет одинаков, а величина Л/7? будет 
иметь порядок а2//?7.

Касательная составляющая вектора напряжения на элементе по
верхности цилиндра, внутренняя нормаль к которому образует с осью 
оу угол ср, определяется по формуле

2
-»•) 51п 2? - тухсо»2т 4- -лу $1пг? (2.13)

В рассматриваемом нами случае имеем

а для

։1П? = £' СО82?=12^.

напряжений

УХ

= - р 4- 2ру — 
дх

/ ди . дъ / ии.՝». I ---- (2.14)!рг ш

'уу - • ~ Р л- 2р —
<ту
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/до . ди \ , /ди ди \ о .....
'ху = ^(— Ь—) + р^(-------- —1—2?^« (214)

\ дх ду / у дх оу /

Следовательно, напряжение силы вязкости на поверхности цилинд
ра будет представляться в виде

ди Л՜
дх R

/ди äv \ / _ 2х- \ _ у, /ди_ _ dv \ 
\ ду Н дх Д R2 ) у [ду дх )

или приближенно

('■’’’)* — p(v
, d/z \ 2х; / \ (2.15)

гак как остальные члены будут пренебрежимо малы. Вычисляя (тл.)Л

с помощью (2.1) и (2.8) (причем

в квадратной скобке, заменяется 

ось ох результирующей силы от 
приближенное выражение:

в (2.8) второе из слагаемых, стоящих

на найдем для проекций на

касательных напряжений следующее

ь

Fг ■ ^0 ('л*

-а

)1։</х^-Зру<2/0(1 _№) С|___ х"
Л Л7л(/У. /, А;

—а

. 1 Л _ Ао \__ kh $h kh / 1
՛ 3 \ h) kh%\\kh +- 2№(1՜ ’eh АЛ) k l — N2 ~ R' /

Для момента сил трения относительно оси О, цилиндра найдем 
приближенно:

/И = -RFx (2.17)

Заметим, что порядок составляющей Г'х по сравнению с Рх может 
быть оценен только после соответствующих конкретных расчетов.

Найденные выше формулы (2.11), (2.12). (2.16) и (2.17) содержат 
три заранее неизвестных параметра: а. b и /։«,. Для их определения вос
пользуемся [ II |:

а) вторым условием (2.3) для давления,
б) условием равновесия веса цилиндра с результирующей силой 

ui давления слоя и
а) предположением, что вблизи точки .4, где слой наименее дефор

мирован, можно приближенно считать толщину слоя АГ) равной задан
ной толщине недсформированного слоя //. Эти условия могут быть 
представлены в виде*

р(А) = О. P^q,
_ ______ (2-18)

Н = h0 + R -V /?а - а-

х При составлении второго условия проекцией силы трения на ort. оу пренсбрс 
гается
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Составляя уравнение равновесия приложенных к цилиндру сил в 
проекции на ось ох. для силы тяги находим

(2.19)

В каждом конкретном случае все интегралы, входящие в получен
ные формулы, можно определить путем численного интегрирования.

Для оценки полученных результатов произведем приближенный 
Л'

подсчет, полагая отношение — настолько малым, что в выражениях.

входящих под знак интегралов можно положить I R-֊ х- R и, сле
довательно. /; й0 — /7.

Тогда кв (2.10) найдем

Р(*) = - 2^2-------- Г
/77,, (Д’. I. И) 

—а
х1) йх —

2р»<2____
/77., (М /, //)

(2а3 4- 3<гх — л*3) (2.20)

где

/,,(*'• I. /I)
_6Л7_ А7/(1 с!1 >(?//)-2.У-51) А-ЛУ

/7 АЛ/яИ *//+ 2№( I - ей А/7)

Первое из условии (2.18) приводи: к уравнению

//’■ 3«7> ֊ 2а3 О

единственным положительным корнем которого будет Ь — 2а.
Подставляя найденные значения р и Ь в (2.11). получим

-10.8
/?нз/11(л; R И) р 13 5----------------------> 3 //7д.у. а//) (2.21)

Для силы грення при Ь =- 2а найдем ил (2.16) значение

/■; = - ю.8,,2/^ (2 - |) (2.22)

Если во всех полученных выражениях выделить общий множитель 
?•/12А7,, и заметить, что величины ///(.՛ и «//? имеют одинаковый порядок 
малости, го легко видеть, что Р... Рх и имеют соответственно порядок 
(Р1Н-. а/Н п а!Н. Таким образом, в Данном случае в (2.19) величин:*. /•’, 
может быть отброшена как очень малая но сравнению с Рх. Практиче 
ски ее влияние скажется лить в том. что она создает момент (2.17) по 
рядка а/К. тормозящий качение.

Используя вторые из равенств (2.18) и (2.21), найдем для опреде
ления неизвестной а выражение

г, ,,о/ .7»
? в 13 0 777,(7/7, Н) (2 23)
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Так как вес наши расчеты справедливы при Ша малом, то из (2.23) 
следует, что полученное решение годится лишь я том случае, если вес 
единицы длины катка уЦл будет очень велик по сравнению с величиной 
иЗД.

Отбрасывая к (2.19) результирующую силу трения и подставляя 
в это соотношение значения Рх из (2.21) и а из (2.23), получим

или

> 0.17

Ц 0 8.;
Я

//3/„(.У. /. //) д
/0

7 
R

(2.24)

(2.25)

В последнем выражении коэффициент при — может расс.матри- 

ваться как коэффициент трения качения [11]. Величина этого коэффи
циента, как видно из (2.25). убывает с уменьшением Н и веса единицы 
длины катка д>1 и с увеличением р и <>, причем зависимость от послед
них трех параметров значительно слабое, чем от // Все эти выводы хо
рошо согласуются с физическим смыслом задачи. В частности, при 
•I = р — оо {«абсолютно твердый слой») получается, как и следует 
ожидать, что коэффициент трения качения раней нулю. Что касается 
некоторого уменьшения коэффициента чрения качения с увеличением 
скорости движения, го этот факт подтверждается целым рядом экспе 
римеитальны.х данных [12]

3 Обсужденас результатов. Отметим, что структурная (несиммет
ричная) жидкость обладает новыми скалярными константами, связан
ными с учетом вращательного движения частиц. Структурная жидкость 
характеризуется тремя физическими константами ՝/, и (са֊г <’,.) » от
личие от классической ньютоновской жидкости. которая характеризует
ся лишь одной константой вязкости •< Параметр чг имеет размерность 
вязкости Поскольку он появляется в результате учета вращательного 
движения частиц, го естественно его назвать вязкостью вращательно
го движения пли просто вращательной вязкостью. Величина харак
теризует сопротивление вращательным движениям подобно тому, как 
сдвиговая ньютоновская вязкость характеризует сопротивление посту
пательным движениям. Констаны։ (са -р си) имеет размерность 

М [Аг|, и с ее помощью можно составить параметр / — (~~|7—՛ 

который имеет размерность длины. Параметр I может быть отожде
ствлен с некоторой характеристикой нешсствз, зависящей о։ размера 
молекул [5].

Несимметричность жидкости характеризуется двумя безразмерны
ми параметрами

Параметр связи А . определенный формулой 



характеризует связь уравнений поступательного движения (1.8) и вра
щательного движения (1.10). Когда -►֊ 0 (Л'->-0), эти уравнения раз
деляются и уравнение движения (1.8) сводится к обычному уравнению 
Рейнольдса для смазочного слоя.

Второй важный безразмерный параметр Л представляет собой от
ношение начальной толщины слоя к характерной материальной дли
не. то есть

Эго число характеризует взаимосвязь между геометрией и свой
ствами жидкости.

Можно ожидать, что эффекты структурных жидкостей будут ярче 
проявляться либо при большом I (что соответствует большому разш 
ру подструктуры), либо при малой толщине слоя, та есть с умеиыне 
наем безразмерного параметра £ эффекты структурных жидкостей ста
новятся более ощутимыми.

В другом предельном случае £-><» мы снова приходим к резуль
татам для ньютоновской жидкости. Это означает, чп; в данном пре
дельном случае реологические аномалии отсутствуют. Заметим, что 
/.-»֊ор соответствует исчезающее малому размеру элемента подструк
туры по сравнению с начальной толщиной слоя.

Для безразмерной силы тяги имеем

ог-

ЧТО
(3.1)

где Qo —силы тягл для классического решения и

12  6A՛ А7Д1 4- ch A7.) -2.V=shA7.
L- L AZshA’£-f-2A'=(1 — chA7.)

(3.2)

Выражение (3.1) для безраз
мерной силы тяги сводится к вы
веденному II. Л. Слезкиным при 
.V — 0 или L —* от.

lini/, (.V, /.)--! (3.3)
4-0 '•
или 

Л՜-О

В третьем предельном случае 
/. >0 классическое решение умно
жается на (I — А՛'2)

liniД(М /.) = (! №) (3.4)

Из фиг. 3 показаны графики 
зависимости безразмерной силы 

параметра / для различных значений N.

G2



1 рафик показывает, что снижение Ь соответствует снижению безраз
мерной силы тяги яри всех значениях /V. кроме Л' = 0. относящегося к 
классическому случаю ньютоновской жидкости, когда сила тяги не за
висит от изменений £. Заметим, что снижение £ соответствует уменьше
нию толщины вязкого слоя. Итак, чем меньше толщина вязкого слоя, 
тем более явно выражено влияние подструктуры, вызывающее сущест
венное возрастание эффективной вязкости в гонких слоях.
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ծածկված հ արթո։ թ յան վրայովւ 1սնղրի լուծման համար կիրասված ( ոչ սի

մետրիկ (ստրուկտուրային) դեղուկների ս։ և ս ու թ յո ւն ր ։ Ստացված Լ անալիտիկ 
արտահայտություն գլանի գլորման րարշիչ ուժի համար, իսկ մ իկրուււորուկ- 
տուրային աղգեցութ յոէնյւ պատկերված է, գծագրի վրաւ

THE ROLLING OF A HEAVY CYLINDER ALONG THE PLANE 
COVERED WITH A LAYER OF VISCOUS STRUCTURAL 

SUBSTANCE

I.. 0. PETROSIAN

S u in in a r y

The rolling of a heavy cylinder along the plane covered with a 
layer of viscous structural substance is considered. To obtain the so
lution the theory g! asymmetrical (structurai) fluids Is applied. The ana
lytic expression fur the tractive force of the rolling cylinder is obtained, 
and the Influence of microstructure is illustrated by (he graph.
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