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ЛИНЕЙНЫХ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ 

ПАРАМЕТРАМИ

В работе рассматриваются методы решения линейных управляемых 
систем уравнений с частными производными и оптимального управле
ния в этих системах. В отличие от систем, описываемых обыкновенны
ми дифференциальными уравнениями, задача об управляемости систем 
с распределенными параметрами оказывается весьма сложной даже в 
линейном случае. Рассматриваемые в работе алгоритмы основывают
ся на достаточных условиях оптимальности, предложенных В. Ф. Кро
товым.

Основным этапом решения оптимизационных задач этим методом 
является разрешение, гак называемой, «элементарной операции;. (ЭО).

В статье приводятся новые способы реализации 30 для линейных 
систем с распределенными параметрами и квадратичным критерием 
качества.

1. Постановка задачи

Пусть дано множество Г—прямоугольник ? (/= 1.2,.... т) 
векторного пространства А),;. Па множестве Т определены пары вск- 
тор-функций (а* (О, «(/)), удовлетворяющие условиям:

(Г) вектор-функцни х(/) непрерывны, кусочно-дифференцируемы 
и принимают значения из векторного пространства Ал;

։2։) вектор-фуккипи //(/) непрерывны и принимают значения яз 
вектсгного пространства

(3е) на множестве Т лары (а (Г), «(/)) удозлетноряют системе 
дифференциальных уравнений

֊֊ Ь\ьи* (<’, I — I.......л; А - 1,..., (I: / - 1........ т) (1.1)
иг

Здесь Ь\. — произвольные заданные числа; по одинаковым знач
кам I, дважды входящим и произведение, подразумевается сумми 
рованне.

В точка:՛, границы 5 множества 7' на функции х{1) могут быть нало
жены дополнительные условия. Пары вектор-функцни (х(Ц, и(/)). 
удовлетворяющие перечисленным выше условиям, обозначим через I).
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Условие управляемости процесса означает, что множество О не пусто, 
Обозначим через й7 множество функции <?(/). заданных на границе 5. 
таких, что для каждой из них найдется пара (х(/). «(01 £ О,

х(/€5) = 7(0
Введем в рассмотрение также множество Е пэр -функций л(0. 

я(/), удовлетворяющих (1.1), На множестве I задан функционал I 
вида

С/ |/, д-р). «(/)|<//4-5)|

У
Здесь /•(/.л*,«) заданная функция, Г|<?(/)| — функционал, задан
ный на И7.

В згой статье рас с мт ри:.тете я случай, когда функция /°(/, л, и) 
и функционал А' квадратичны по аргументам х н и. более того, мы будем 
рассматривать тот случай, когда функционал !■' представляет собой 
среднеквадратичное отклонение граничных значений фазовых коорди
нат процесса от заданных функций При ^тнх предположениях функцно 
нал 1 запишется следующим образом:

/~ С(Д}л'’)-У V Ц ֊ *'/)’ + (д^ ֊ Лр*| сП, (1.2)
3 7"। .!
? г*

где л®-н—а* (Г1, I*......./£,..........г՜1), а А/’; заданные функции т— 1
аргумент՛-в (/’, Р, ..., г ։՛" .... г՜'к Т*—сечение прямоугольника 
Т при произвольном фиксированном значении аргумента сИ/==

X • • • X бГ?“1 X Ж*՛' :< • • • X аЕ*.
Всюду в дальнейшем будем считать, что коэффициенты а\, Ь", 

(£ = !,... ,д; к =■ 1....... бО положительны.
Вид подынтегральных выражений во втором слагаемом может 

быть легко обобщен с сохранением принципа среднеквадратичного от
клонения для функционала Г, в частности, можно рассматривать от
клонение линейной комбинации фазовых координат процесса от задан
ной функции.

Рассматриваются следующие задачи.
1. Отыскание допустимого процесса, где требуется найти после

довательность процессов х,(/). иг(1)'(-Е, сходящихся в специально 
оговоренном смысле и I);

2. Минимизация функционала / на !), когда помимо и. 1 от 
последовательности |л-4. я.) требуется

/(л\, и,) — и = ш1 /
ь
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2. Описание метода

В этом пункте мы вкратце изложим метод решения задач 1 и 2, ко
торый дан в работе [2] и который опирается на достаточные условия 
оптимальности

Обозначим /Ч/, х, и) правые части дифференциальных уравне
ний (1.1).

Введем в рассмотрение класс П функций .(t, д), отображающих 
прямое произведение 'Г X .R" в Rr:՝, непрерывных и непрерывно-диф
ференцируемых, а также следующие конструкции:

Л (4 А՜' Л՜’ -Л ц)ф
J

û|<7(OJ= x(O]|^+F(7(Z)|
1 г

/. I?, X, «| = (?|.V(Z^S|J \R{t. X. и) dt
• гг

р(/) = sup R(t, х, и); т — inf Ci |ç (z)|
(X. «)b/?/։X₽rf ц

A
Z (?) = m - J «(.f)rfZ

Па класс П наложим дополнительное условие, чтобы функция 
R(t, х, и) была определена и непрерывна в были определены вели
чины т, I (?).

Согласно результатам [I), при всех ?£|| имеем: 1) L (х. и) 
= /(х> к), если (х, 2) Z(?) Cd. Отсюда следует, что если
процесс X. /ï^ZJ и функция г £ П таковы, что /. (?. х. ü) = l(՜}. ю

Z (х, /.՛) = min Z =s d Z(c) = max I (?) 
D П

При лом значения д (/), гг(/) при каждом /б Г* обеспечиваю г 
максимум функции Z?(Z, х,//). соответствующей ф, а значения 
х (Z £ S) — минимум <1 [<?(/)] на lVr:

.4 (t. x(t), maxZ? (:, x, u),

0|^(/(:5)] = min G [7(f)J

Здесь Г- = Г\5.
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Опираясь на эти факты, в работе [2] предложен способ решения 
поставленных выше задач: отыскинать последовательность с4| такую, 
что

/(?„) шах I (<?) й

В той же статье приведены достаточные условия разрешимости 
этих задач предложенным способом.

Введем в рассмотрение множество Е'сЕ пар х(£). и (О таких, 
что функция х(/) кусочно-непрерывна в кусочно-дифференцируема.

Пусть имеется функция ь {/, х)£П, которой соответствует мно
жество И' максимумов /?.. (/, х, и) на /?я X /?" при фиксированном 
значении /, множество П' минимумов (}, на IV'՜ и множество Ей пар 
х(1), «(/), удовлетворяющих условиям х(/)> //(/)£ Ц при всех 

х(г)£\Г., х(О, а (/)££'.
Функция ищется в виде

= ?. 4֊МДЛ Л) (2-0

где X, и (/, л*) число и функция, подлежащие определению. Вве
дем функционал

г Е -V г / X, <Ь'. \М-(0. «(01 = 1 ) Ш'- -он;, +
' г г (2.2)

Обозначим через /4 (Л х. и, X), Е, (к) и т. д. конструкции, соот
ветствующие функции ф - сэ - А7Л..

Основную роль в вышеупомянутом приеме улучшения функции 
играет формула

М5 (к) = И, (х, и) 4- [Л. (х, и) - Л] (2.3)

где ДЛ = (к) — /.. а х(0- «(О— произвольная пара вектор-функ- 
цнй из множества Ех (к).

Второе слагаемое в праной части формулы (2.3) неотрицательно. 
Поэтому для положительности Д/л достаточно положительности

В работе [2] рассматривается понятие элементарной операции 
улучшения функции ?4. (С х), которая задастся условиями:

функция 94+1 строится в виде (2.1), где лЛ>0 н выбираются 
произвольно в пределах следующих требований:

[х, и] > О 

хотя бы при одном значении

х, и^ Е^х — Л; (к)

= +
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Ясно, что элементарная операция уловленворяет неравенства

Д/,. = /, + 1-^>0 (2.4)

Пусть ?(/), х(С), и (I) — единственная совокупность функций, 
удовлетио ря кмци х условиям

мЛн (■<(/). мои и со
Функция 5, (л) = о [л\ (/, а), «,(/,/)] является полунепрерывной 

снизу, откуда следует, что если функция ; (/, х) такова, что

5.(0)>0
то существует л>0 такое, что

М0> О

(2 О)

(2-6)
Элементарная операция распадается на два шага: задание функ

ции •;.{[, х), удовлетворяющей (2.л), и отыскание / >0. удовлетво
ряющего (2.6) при заданном •; =

Постоянная л — Л; может .-.ниг.рать я в силу усиленного варианта

ее. и
е-.'л и

где .V - заданное положительное число, не зависящее оз՜ з
В следующем пункте мы займемся способами реализации эле.меи 

тарной операции для рассматриваемой нами задачи.

3. Способы реализации с О

Сличили предположим, что значения фазовых координат процесса 
на границе .$ заданы. Функция х> -разы кнвастся н виде

7'- (Л х) = (/)х4 (у = 1.......щ; / = 1........ п)

где */.. - подлежащие определению непрерывные функции.
Функционал о, для рассматриваемого случая запишется следую

щим образом:

* У

где р, — множество точек разрывов функции л\ по аргументу 1' ,

х'
Для выполнения условия (2.5) достаточно выбирать непрерывную 

вектор-функпню \ (0 так. чтобы имело месте- иеравенслю

* (Л>. ‘5 (3.1)
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Пусть ՛*/(/)- функция, определяемая следующим образом:

х( (/'+ 0) — х((^ — 0). если 

в остальных точках /՛
(3.2)

Очевидно, что для этой функции условие (3.1) выполняется. Тем не 
менее, мы не можем брать ее в качестве искомой, поскольку в общем 
случае функция, определяемая из соотношения (3.2) является кусочно- 
непрерынной, что противоречит условию непрерывной дифференцируе
мости. наложенному на функции, принадлежащие классу 77.

Заметим, что функционал '> линеен, а значит и непрерывен по ар
гументу V. Поэтому условие (3.1) будет иметь место и для некоторой 

непрерывно-дифференцируемой функции V (/), аппроксимирующей 
функцию >(/) с достаточно высокой степенью точности. Кроме того.

функция *(0 может быть выбрана так. чтобы ее значения совпадали со 
значениями функции •/(/) в заданных точках, число которых конечно. 
Ввиду этот, при численном решении можно пользоваться значениями, 
получаемыми из соотношения (3.2).

Перепишем выражение для 64 [х, и, V] в несколько ином виде:
Л

М*. ’I -

= 2 ( 2««' (3.3)
'=՛? 7'0'

(ь = 1, 2, ..., п; у •=• 1, 2, ..., /л)

Через Г(-) в этом выражении обозначена дельта-функция Дирака. 
Из (3.3) следует, что приняв

мы снова придем к неравенству (3.1).
Во многих задачах, в частности в линейных задачах с выпуклым 

функционалом, функцию *•'(/) удобно брать зависящей лишь от /-ой 
переменной. Для этого случая равенство (3.3) запишется так:

1Л 
ъ = у )•*! (017/1?

и у/ 7'€р'

в в качестве Ч можно взять
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Я(0+ 2 ^')^<О1֊^о1^
т,

Задание функций ՝>' в таком виде обеспечивает максимальным рост 
функционала о.

Можно предложить еще один способ нахождения функций \ обес
печивающих условие (2.5).

Будем разыскивать функции у/ в виде тригонометрического ряда

v/i — kt1 — sin kt*

Подставляя функции */Л. в выражение для функционала и произво
дя несложные преобразования, получим соотношение

8։ [х, и, Ч=2л4,/а?/֊ [Audi)' + ^ii(Ab-[A,։dt\ (3.4)
*֊ о \ ' к а а \ J /*г г

где

Ли ~ —

V Ts

Ли — V.SinMj | xj; dtt — v sln/г/о ( x^dt, 

T* T*

Ли = v [cos ktJ X ajjxj 4- cos kt' X b1P u? — k sin ktJ X -^J]

A2s = y։ [sin kt; X a‘,xl( {- sin kt ‘ X b\p u° 4 k cos kt1 x x\ ] 
/-։

Здесь
JiO,J = ^ (/3f /։.......ti)..........^)։ (4, Jn; p^\.......cty

Из (3.4) следует, что для выполнения условия (3.1) достаточно задать

= /-u sign — | A^dt^ 
г

= 'WjfSign (Au

г

где Lu и Mit — произвольные числа, большие нуля.
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При доказательстве сходимости применяемого здесь алго
ритма в работе [2] используется понятие нормировки функций •*:

I)
2) существует число С£(0, 1) такое, что при всех 5

М*.. иЛ>С{АЧ^4֊Дй[*Д0]} (3-5)

3) число Х.։ выбирается согласно усиленному варианту.
Фигурирующие в условия (3.5) величины А1 и А։ характеризуют 

отличие элемента (*,«)££' от/). Этот элемент не Содержится в 
классе О. если при каких-либо значениях / нарушаются основные 
уравнения связи з(/)=0. либо имеют место разрывы д-(/) В соот
ветствии с этим имеем

Сходимость последовательности процессов {х , «։| к О, о которой 
шла речь в п. I, понимается в смысле равенств

||щ д‘. = 0, ПтД? = 0
5— - I- —

Возвращаясь к условиям нормировки 1) и 2). отметим, что они легко 
учитываются первыми двумя из указанных выше способов реализации

ЭО Для этого достаточно в первом способе под функцией понимать 
единичный вектор г', совпадающий в каждый момент ։ с направлением

а во втором — единичный вектор по направлению

С к + 2

Для третьего способа условия нормировки будут выполнены, если в 
пределах ограничения

2([й:(г+|й.1)<1 (А)

(/= 1, 2.......д; 5=1, 2, ...)

удастся удовлетворить условию роста (3.1) функционала 5.
Выше было предложено три способа реализации элементарном 

операции. Основным преимуществом первых двух и։ них является то, 
что они выполнимы всегда, коль скоро выполнима элементарная опера
ция вообще. При этом, второй способ, нспользуюшк. о-функцию, обла
дает большей универсальностью, так как он позволяет представить 
функцию V одинаковым образом во всех точках рассматриваемой об
ласти, что значительно облегчает работу на ЭВМ.
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Возможности третьего способа несколько ограничены, поскольку 
выполнение условия (А) является труднопрбверяемым.

4. Процедуры алгоритма

Выпишем конструкцию /?(/, х, и), задав функции & линейными от
носительно фазовых координат

==•}>/(/)Х*

/? (Л ж. «) - ■>/ (а'., х- 4. *;■, и") - а«х‘- - *№ -|- £ —у х‘
>-1 д!

Найдем значения х и и, доставляющих максимум /?(г, х. и). 
Простые вычисления показывают, что

•М-в*. н-----—
'1 д(}

А~ =--------2^5-------- «»=1.2....,« (4.1)

_ ф> ь: 
= ֊՛>'=։. 2.......<1 (4.2)

В этих выражениях —•

Из (4.1) и (4.2) следует соотношение

«Ч . , &ч
, д։' •” де де

2<£ 2Й.
(4.3)

Пусть на 5-Ом шаге нам известны величины

<('). «ПО. <,(<). ’НО
(I. ш — I.......//• /, к = I, ..., т\ = 1, , (!)

Подставив в правые части формул (4.1), (4.2) и (4.3) функции 
•#х -т ՝/ли. мы сможем квн։՝ выписать функции .<(/. / ), (/,<),

X). Далее определяем число ՛. в силу усиленного варианта.
Схема реализации а. 1и(՝?.тма вы.... •шии < бу м.

Обозначим через Д.!, Д,, 1< значения функционалов Д\ -- и /, соот
ветствующие процессу {х>։ в функции с на .т-ом шаге.

Пусть последовательность {еЛ} такова, что

ИШ£л=։О, 5Л^>0 л
При данном 5 проверяем условие

тах|д!+1— Дк Д;+| —Д?,
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Если это условие выполнено при достаточно большом .V, то проверяем 
условие

шах {Д’. Д?}<еЛ.

Если выполнено и это условие, то принимаем /Л = / и считаем решение 
задачи законченным. В противном случае, но одному из способов пере
ходим к х 4- 1.

5. Общий случай

Выше всюду предполагалось, что значения фазовых, координат на 
Гранине 5 заданы. Здесь мы рассмотрим общин случай, а именно, бу
дем предполагать, что 2/н граней исходного параллелепипеда Т разбиты 
на три группы: в первую группу (их число обозначим через н') входят 
те грани, на которых значения функций х1 (/) (I = 1.....п) не заданы,
во вторую группу входят грани (их число обозначим через к"), на ко 
торых требуется минимизировать функционал; на остальных гранях 
значения искомых фазовых координат заданы.

Допустим, кроме того, что противолежащие грани принадлежат 
одной и той ж? группе. Это условие может быть легко обобщено и вво
дится нами лишь для облегчения записи.

Как следует из аппарата достаточных условий, для получения опти
мальных значений фазовых координат на границе необходимо изучить 
на минимум функцию

»» Л ,/
о= V г р, л-(/)]|‘м//4-л<7(01. ?(о==л(/е$) 

' г1

При сделанных выше предположениях функция 6' принимает вид

о [?(/)]= Д ( т' («. -

77 г

4 У. У1(^֊А?)Ч(^ Л?)’]^ (5.1)
«-»I /'—I

Для единственности функций, доставляющих минимум (7. добавим 
к правой части (5.1) слагаемое

О

откуда получим
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_ 9лл __ (V)
x" = argmin Cj (f), e| = - J ■ ■'-----֊

2 /*=!,... ,n\
2Л?'—4/Ш) \/ = l........Г/

x‘° = argmin G {<7 (Z), e] = —-——֊—-
X’*W (5.2)

x]1 = argmin G|<? (/), s] 
x'1 2e Л=1........ «\

(t>\ i — 1» ••• 1 k'/
x'° =֊- argmin G |<? (/), e] = ■L'

XJ
Здесь

4 = ^k(01 + ^i £[(^)a + (^)2]</0 
j=l j-\

Полученные значения следует использовать при вычислении функ
ционалов 5, /. А\ д'-.

Правомерность замены задачи минимизации функции 6|^(/)] на 
задачу минимизации функции G[<?(/), с] обосновывается следующей 
леммой:

пусть последовательность функций /я(х)} сходится при л — «: к 
функции /Р(х), монотонно не возрастая. Тогда Jim inf/n (х) inf /0(х), 

Л - - X X
и если последовательность точек {хп такова, что /п(х,:) < ini/„ (х)֊4֊ея, 
то

lim/oCx,,) = inf/0(x) 
л х

Здесь Jim £я = 0, гл >0. 
Л-* ••

Доказательство. По любому s>0 существует точка л0 и 
номер /V такие, что

€ £ 
/o('<o)<inf/o(x)-r— и /л(х0)-/0(х0)<^. д>Л'

Тогда
О С inf /п (х) - inf/0 (х) < inf Д (х) —/0(х0) 4֊
XXX

+ V < Л (Л) -л м + 4 ։

откуда следует первое утверждение.
Для точек {хл} имеем

/о(л«) <А(-<«)<inf/„(х) + £й х
н так как

iiminf/n(x) = inf/0(x)

2G



то получим
/0(хЛ) — 1пГД(х) — О 

X Я - -
И Т. Д.

Ясно, что функции О'(<7. ®) и и (?) удовлетворяют условиям леммы 
и поэтому при достаточно малых е>0 полученные значения функций 
аг«т1пб*(?, е) можно считать хорошими приближениями к оптималь
ным значениям.

Автор выражает глубокую благодарность В. Ф. Кротову за постоян
ное внимание к работе.
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Մ. Խ. ՂՈԻԿԱԱ8ԱՆ

ՐԱՇԽՎԱԾ ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐՈՎ ԳԾԱՅԻՆ ԿԱՌԱՎԱՐՎՈՂ ՀԱՄԱԿԱՐԳԵՐԻ 
0ՊՏԻՄԻԶԱ8ՄԱՆ ՀԱՇՎԱՅԻՆ ԱԼԳՈՐԻԹՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ ւ|ւ ո փ ո լ մ

նկարագրվում են բաշխված պաբամհարերով գծային ղեկավարվող հա֊ 
մակարգերի [է/ւծման և օպաիմ իղացմ ան հաշվային ալգորիթմները, որոնք 
հիմնված են Վ. Ֆ. Կրոաովի օպտիմալության բավարար պայմանների >Էրա։

(‘երված են ուսումնասիրվող ալգորիթմների հիմնական գործողության 
իրականացման միջոցները։

Առաջարկված են գծային խնդիրների լուծման, ինչպես նաև քառակու֊ 
ռային որակի ֆունկցիոնալով խնդիրների համար բերված հաշվային ալգո
րիթմների իրականացման միջոցները հաշվի առնող սխեմաներ։

ON CALCULAT1VE ALGORITHMS FOR THE SOLVING 
AND OPTIMIZATION OF LINEAR CONTROLLABLE SYSTEMS 

WITH DISTRIBUTED PARAMETERS

M. Kh. (1H1KASIAN

Summary

Calcuiative algorithms for the solving and optimization of linear 
controllable systems with distributed parameters, based on the sufficient 
conditions of V. Krotov’s optimality arc described. The ways of reali
zation of the basic operation of the studied algorithms are presented. 
A sufficiently general case oi moving boundaries is considered. The so
lution scheme oi linear problems as well as those with a quadratic func
tional of quality Is suggested, taking Into account the given ways of 
realization.
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