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УПРОЩЕННОЙ МОДЕЛИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ТРЕЩИНЫ

Задача оценки надежности. долговечности и ресурс.» летательного ап­
парата. подверженного и процессе эксплуатации случайному нагружению, 
обычно ра «бннаетси на следующие важные задачи: определение спектра 
случайных нагрузок, действующих на летательный аппарат; определе­
ние переходной функции наиболее «опасного* элемента конструкции лета- 
ггльного аппарата как линейной колебательной системы; определение 
характеристик времени до разрушения этого элемента конструкции от дей­
ствия случайного нагружения.

Концепция наиболее «опасного* элемента естественна при оценке ре­
сурса н долговечности конструкции п целом, так как расчет на прочность 
и проектирование конструкции осуществляется по предельным статиче­
ским. а нс динамическим нагрузкам, поэтому конструкция летательного 
аппарата является относительно равнопрочной, в то время как по крите­
риям долговечности и ресурса содержит «узкие места».

1 !ервая из перечисленных задач является задачей измерения и успеш­
но решается экспериментально [1]: для решения второй задачи, которая 
является задачей теории колебаний, имеются испытанные расчетные мето­
ды 12, 3]; третья задача непосредственно связана с процессом разруше­
ния, ей и посвящена настоящая работа.

Задачей оценки характеристик времени до разрушения под действием 
случайной нагрузки интенсивно занимаются с 60-х годов нашего века. Пер 
пые работы в этом направлении связаны с эвристическими подходами: под­
мечались закономерности при разрушении от циклических нагрузок раз­
личной амплитуды и осуществлялся прямой перенос их на разрушение при 
случайном нагружении, при этом подмеченные эмпирические закономерно­
сти пысказЫпались н виде гипотез. Наиболее часто употребляемой из них 
является гипотез.: линейного суммирования повреждений Зная кривую 
усталости материал;! и пользуясь гипотезой линейного суммирования по­
вреждении. можно связать среднее время до разрушения конструкции с 
параметрами случайн'։н натр) ки и экспериментально определяемыми по­
стоянными. Хотя этот подход применяется на практике и и настоящее вре­
мя, результаты его прим, пеним нельзя считать надежными для оценки 
долговечности элемента конструкции.

Другой эвристический подход связан с идентификацией процесса на­
копления повреждений дискретным марковским процессом с конечным
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числом состояний |4]. С течением времени повреждения необратимо пере՛'
ходят из одного состояния в другое, и изменяется вероятность перехода из 
текущего состояния в конечное. При таком подходе требуется осуществлять 
вычисление Степеней матриц, порядок которых равен числу состояний, в 
го время как накопление повреждения в нервом порядке происходит вдоль 
траектории некоторого дифференциального уравнения. В связи с этим в

I последнее время успешно развиваются подходы, связанные с идеН’.ифика 
ввей процесса накопления повреждений непрерывной марковской перемен­
ной. Для случая процесса, однородного по временной и пространственной 

| координатам, в [5] определена плотность вероятности времени до разру­
шения. Однако, процесс накопления повреждений является ограниченным 
и. следовательно, не является однородным по пространственной коррди- 

■ ՛• Нате.
В 70-х годах с помощью механики разрушения удалось вскрыть меха­

низм усталостного разрушения и важность «усталостной» части кинетиче­
ской диаграммы при действии случайных нагрузок. Установлено [6], что 
при размерах дефектов, характерных для усталостного разрушения, влия­
ние случайных выбросов значительно весомее, чем на ранней стадии за­
рождения трещины. Поэтом) в настоящей работе уравнение скорости роста 
усталостной трещины, полученное в |7|. приближенно заменено стохасти­
ческим дифференциальным уравнением с белым шумом, для которого ана­
литически выписаны моменты и плотность вероятности времени достиже­
ния трещиной критической длины. Для выяснения границ применимости 

(предлагаемого упрощения распределение времени до разрушения сравни­
вается с логарифмически нормальным распределением.

В [7] для усталостного распространения трещины в пластине при слу­
чайных нагрузках получена формула

(Ы)

Здесь 21 — длина растущей трещины, много меньшая длины и ширины 
пластины. |(/) • нормально действующая к трещине случайная нагрузка, 
Кс и 1'։ — постоянные материала пластины. Нам требуется определить ха­
рактеристики времени первого достижения процессом £ (О другого слу­
чайного процесса К с, | С целью упрощения уравнения (1.1) введем 
обозначения

4 /9?
А, £г= ■ о, — о, /, л

(1.2)

71 = & | | /1 (л, у, г}р (х, у, г) дгду (1х, /г = 1, 2, 3, 4,
•) 6 - »

Я- ^֊г’ /։=<У. /з= Зху + х’А /2я = ^Д _ь п = 1, 2, 
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еде р (х, у, г) — совместная плотность вероятности процесса £ (О и его 
двух первых производных.

Приближенно заменим уравнение с кусочной правой частью (1.1) сле­
дующим стохастическим уравнением:

— = — /-(м=- —) (1.3)

где I \\ D определяются соотношениями (1.2), а белый шум 
(£« ('•) ~ ОЬ(?}. Мхи 0). Тогда плотность вероятности достижения 
процессом и (I) постоянной границы в момент г, если при 
/ = 0 и г/0, удовлетворяет возвратному уравнению Колмогорова

^_/^_££/=о (1.4)
д( ди 2 ди-

в области ?^>0, и >0 и граничным условиям
/ (0, и) -- о (и - «Д «2>0; /(/, н,) = 0. / > 0 (1.5)

Моменты распределения времени достижения постоянной границы 
можно определить [8], не решая задачу (1.4)—(1.5). из решения итера­
ционных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений

1 ,уд-Тп га’Т„ т 7.
2 б/н՜՛ ди

(1-6)
Тл(их) ~ Тп (О=) = 0, Л = 1. 2,---

Моменты распределения времени до разрушения, следуя В. В. Болотину 
[9], можно получить в виде

кс 

о
где р : (х)—плотность вероятности 4 (О. В дальнейшем будут использо* 
ваны первые два момента

В [10] решена задача (1.4), (1.5) с помощью преобразования Лапла­
са. Плотность вероятности / (/) времени достижения постоянной границы 
и, можно записать я виде

//(0 = —~֊^ехр[-(т- с)2] — г[1 ֊ Ф М] X

(1.9)
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;)] exp [2:. (■>? 7, (1.9)

где

$= JL. г • Ф(х)֊=
Г 2^ V2ot /-.)

о
Сравним плотность распределения ( 1.9) • логарифмически нормальной 
плотностью распределения. Плотность распределения случайной величины 
и = 1п/ будет / ( (х) = ехр (л) [ (ехр (л)) и потому // (/) надо сравнить 
с функцией

g (0 ₽ ехр
(In / — а>”

2 c“

Сравнение проведено на равномерном шаге по переменной х (а —
= In ! a f За), параметры а и о определялись методом наименьших
квадратов, а начальные их значения после введения обозначений 

gx ֊ /‘] D, аг (w0 —«i)/l 0и использования (1.8) приближенно по­
лучены в виде

а — Intua/aJ, з = In (l-f՜ 1/1 «j^).
Для расчета взяты значения с = 104, а, менялось от 2 до 10 с шагом 2. 
При этих исходных значениях и абсолютной точности поиска 10 1 метод 
наименьших квадратов срабатывал вхолостую исходные значения сразу 
оказывались оптимальными. Результаты сравнения сведены в табл. 1, из 
которой видно, что уклонение распределения (1.9) от логарифмически нор­
мального незначительно.

при различны։ шачгяинх а. и л՜; внизу даны значении it и "

Таблица 1 
Значения функций /с (х) (скврху) и »(л) (снизу, нормальное распределили^)

2 4 6 8 10

0.647 0.508 1.11 1.28 1.42
а —3 '

0.629 0.889 1.09 1.25 1.4

7.74 10.9 13.3 15.4 17.2«—2 1
7.66 10.8 13.2 15.3 17.1

34 3 48.5 59,4 68.6 76.6
а -з

31.3 48.5 59.4 68.6 76.7

56.4 79.8 97.7 112.8 126.1а
56.6 «0 97.9 113.1 126.4

а 8.517 7.824 7.418 7.13 6 91

3X10J 0.705 0.499 0.407 0.353 0.316



Таким образом, результаты расчета обосновывают допустимость упро­
щения ( 1.3) для оценки надежности элемента конструкции и теоретически 
доказывают логарифмически нормальное распределение долговечности.
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EVALUATION OF TIME CHARACTERISTICS BEFORE 
FRACTURE UNDER A STOCHASTICAL LOAD FOR 

A SIMPLIFIED MODEL OF A CRACK GROWTH

V. M. SMOLSKY

S n rn m а г у

The equation for the rate of crack growth under a stochastical- 
load is substituted for a stochastical differential equation for which the 
time characteristics of the crack’s reaching a critical length are obtai­
ned.
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