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ПРОНИКАНИЕ ТОНКОГО ТЕЛА В МЕТАЛЛЫ И ГРУНТЫ

Проникание тел в пластические и сыпучие среды рассматривалось н 
[1—5]. Проникание тонких тел в сжимаемую жидкость исследовалось в 
[6—8|. Проникание тонких гел в первоначально упругие среды с образо
ванием фронта пластических разрушений или фронта меридиональных тре- 
щи.ч [9] рассмотрено в | К)—121. В настоящей статье рассматривается про- 
ню анис тонких тел в металлы и грунты. 11оказано, что решение в основном 
порядке, использованное в работах [10—12]. для идеально пластической 
среды позади фронта разрушения верно лишь при пренебрежении дисси- 
нации энергии на фронте. Получено более точное решение с помощью урав
нении ударной адиабаты [9]. Найдены значения максимальной глубины 
проникания для тела, состоящего из цилиндра, переходящего в конус (кри
волинейный).

Проведены эксперименты по прониканию в различные металлы и ком
позиты. Показано хорошее соответствие с результатами расчетов по полу
ченным формулам. Дается обобщение результатов на вязкопластические 
среды, уравнения состояния которых описаны в [13—16]. С помощью по
лученных решений основного порядка, используя соотношения работ [ К). 
П|, можно получить решения н порядке где р полуугол раствора тела. 
Подученные решения верны всюду, кроме малой окрестности свободной 
поверхности среды и вершины тела.

£ I. Решение задачи для идеально-пластического течения вблизи тела

В настоящей статье дается реше
ние задачи проникания тонкого твер
дого тела вращения в первоначально 
упругую среду.

Решение чисто упругой задачи 
[10. 11] показывает, что вблизи те
ла следует учитывать неупругое по
ведение материала, тогда для тонких 
тел можно «нести поверхность 5, от
деляющую область разрушения ог 
областн упругого поведения материа
ла (фнг. 1) вблизи тела.

Метод, развитый в настоящей ста 
тье, состоит в изучении фронта раз
рушения. который исходит из верши
ны тела, упругой области вне 5 и об
ласти разрушения позади 5.
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Можно ввести ось X по нормали к свободной поверхности среды, за
нимающем полупространство, а через г обозначить радиальную координа
ту. Уравнение поверхности тела можно взять в виде г = гк (х, /), где ма
ло, t есть время с начала проникания, причем при t = 0 = 0. Уравнение
поверхности разрушения берется в виде г — г>л«. причем предположено 
$■<, » I. ио с,мало, тогда можно для упругого решения вблизи S взять 
асимптотик} для малых г, а для решения позади S пользоваться формула
ми. соответствующими переходу к большим значениям г/г», что соответству
ет линейной асимптотике.

Можно сделать различные предположения о характере разрушения 
среды позади S. Если разрушение происходит вдоль площадок скольже
ния, то следует пл.м -.оваться уравнением пластического течения. При раз
рушении среды растягивающими кольцевыми напряжениями можно счи
тать. чю сред.։ разрушалась вдоль меридиональных трещин и использо
вать уравнение [ 12]. причем решение задачи о проникании в такую среду 
дано в [ 10]. В настоящей статье решается задача для пластической среды. 
В облает»! между поверхностям»։ 5 и Т предполагаем что имеется течение 
среды, оннсыязсмос уравнениями Мизеса [4. 14]

где уг, V, компоненты скорост»։ частиц, причем для тонких тол 
Ехд|<^]-гг1, •» постоянны»։ предел текучести. 6'՜; есть правая часть 
условия текучести

(=„ - *«)’ -ь ՛ * з-;=6 (1.2

Уравнение несжимаемости, записанное в основном порядке

Ovr 
~о7

V, 
4- — = 0

после интегрирования и удовлетворения кинематического условия на теле

г՛ = —- дает
' dt

Vr — (,rk 
dt

(1.3)

Д, Ч. ля »гнтенснвности скоростей деформации получится Е(дь2_L.
г

Вводя радиальную компоненту лектора перемещений U

dU, dU, dlJ, , aUf

dt dt dt Or

можно после интегрирования найти

U, = r + F(r'-~rl) (1.4)
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Да ։ определения функции /• и решения позади фронта г г 1 в [ 11! бы
ло дано решение

с; = г-К^=7;. (1.5)

удовлетворяющее граничному условию на теле и условию асимптотическо
го сращивания с (1.9). Однако можно показать, что указанное сращивание 
нс единственно. Поэтому следует, вообще говоря, для выбора единственно
го решения взять уравнение энергии на фронте г — г. с, или уравнение удар
ной лдиабаты [9]

= г '
,, - ег = - (% ֊ V,,) ֊'֊-^ (1 -6)

где г—энергия на единицу массы, индекс I дает величины впереди, а ин
декс 2— позади поверхности г - значения имеют вид [9]

/2
е1 -- <?о(Л) + И ~Г'А

1 к ч
(1.7) 

т2
«*2= е0( Т.,} -|- г, 4֊ —■

где 7՜,.; — температура. 8в — энергия разрушения, е0(7՜) — СТ, послед
ние слагаемые соответствуют внутренней энергии [ 13] упругой области и 
внутренней энергии пластической области в начале ее образования или ее 
значению на поверхности разрушения 5.

В упругой области вне поверхности 5 решение можно искать методом 
источников в виде [10]

* (1.8)
Г

где /(х. О — функция, определяемая из граничных условии на поверхно
сти 5. Для напряжений в упругой среде имеет место

и
■'гг = ХД =&о~ ~Г

дц / ди ди \
Г + <ь9)

ди, пг ди: 
~д7~ ~ ?лс

Горда из (1.8) и (1.9) следует впереди 5

1 Л^о. , з„=о (1.10)
г՜ г՛

_ /(х, о , 
Г Г д{
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Подставляя упругое решение ( 1,11) в ( 1.2), .можно получить

Используя соотношения (1.6), (1.7), (1.11) и ?гг — Зг,։» можем пайти

(1.13)

Предполагая постоянство выражения г, 4֊ ('Те. — С 7\ = е2 • е։. можно 
из (1.12) и (1.13) получить

, _ 1 з ֊5 _ ։։°_________________ !______________
2 ‘ " '• ° 1 + -4м*. + сг. сгх) (114)

В предположении, что ~ (а,:-г С"I\ СТ՜։)«'!, получаем а 1 в

формуле (1.11) и решение дается (1.5). Решение впереди 5

иг = а^ (1.15)

2 г

Для определения огг в области течения можно использовать упро
шенные уравнения движения

л—= °- гг֊’и- ֊2\ (Мб)

откуда
Злл = 2\|пг+ Т (■** ') (1-17)

где ф(х, /) — произвольная функция.
Используя условие непрерывности Пгг при г г>; с,0, с учетом (1.10). 
(1.17) и (1.14) получим

о =-(21п~—1) (1.18)
гг ։\ гк,'0 /

причем на теле при г — г«

= ֊-,(10^4-1) (1-19)

Решение позади 5 найдется путем приравнивания (1.4) к (1.15) при 
г = Г,Т~а и получится
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Используя формулу для плотности

[■ ’-Н)Н
получим

при г>гл--о р=Ц‘—_47»/

а - V 1 /1 ° I 1 \
при гож н.% ֊ -'-о)֊—. 'М1 ~+~) 

\“’О / ’1» 1 '• '0 ՝п /

го есть плотность постоянна к имеется волна сжатия.

§ 2. Определение глубины проникания

Рассмотрим задачу о проникании конуса с углом полураствора 3. тогда
= (/ — х)^. Предполагая, что на теле имеет место граничное условие 

с,.а,,, где — коэффициент трения, можно для силы сопротив 
лепия прониканию получить

/<О
Р=-2т.\ (/- х)^^ + к1)-.г,<1х

(I
ИЛИ

Р = ֊т^^ =„/-(') (2-1)

Записывая закон движения тела .массы лч М/'' Р. получим после ин
тегрирования и с учетом (1.22)

Р-1Г. 2-^ -1 Д,)лЛ 4-

От ' \/

где V — начальная скорость тела. Условие / (•) =0 дает для макси
ма \ЪЯОЙ глубины проникания следующее выражение:

(2.2)

§ 3. Определение максимальной глубины проникания для цилиндри
ческого тела, переходящею в конус

Рассмотрим цилиндрическую часть тела, которая переходит в кряво-
лянеяныи конус с уравнением образующей (фиг. 1)

г4=го—?(^- Г.)“« X (3.1)

Вначале предположено, что вдоль цилиндра среда примыкает к телу 
и 0. Для силы сопротивления в момент времени /. соответствующий 
полному погружению конической части тела, или пр։։ / > можно полу
чить

Р = 2^>('1 + 1п^'1 -4+ ֊₽■-:»• : ^»(/֊С)! (3.2)
\ ч / ՝н- 1 2 ]
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Уравнение движения в этом случае исследовано ниже. Для задачи с от
сутствием трения на цилиндрической части (&։ — 0) уравнение движения 
будет при [ > ц

т/" = 2«т/ Ц- 1п £2) -2֊ X-,՜.' ՛ + ֊- 84’֊ (3.3)

После интегрирования получим

!'2 И ”. / \ / 7 1 1 \Т Т = ~ ֊0 -|п֊)(7^^- 1 -Н3.4)
где I , — скорость тела в момент, когда ! ~ ֊ или при полном погружении 
конуса. При / <՜ ֊ уравнение движения тела имеет вид:

֊ Г-’ С - /)’ + 5Г <- Л” + '?к՝, <՜' - /’■ ’ 
2 •/ -Ь 1

После интегрирования и складывания с (3.4) с учетом того, что при 
/ в £ Г = получим

/'* |/2 2 г- / но \ / у 1 \

+ ՝ ’------ -------- -  зг 2 *։ —2֊
О • 1) (2 > 11 ’ 20 - 2)

где V — начальная скорость.
При /' 0 / = /тач и для /тпх получится

(2> I 1)('+1) 2(7+2)

При V — I, то есть для тела с прямолинейном конусной частью.

(3.6)

Отмстим, что определение / а для погружения криволинейного кону
са. то есть формулы, подобной (2.2), при V ¥= I является довольно слож
ной задачей и в настоящей работе не рассмотрено.

Вычислим I т(1։ с учетом того, что на цилиндрической части А՛, 0.
Для силы сопротивления имеем формулу (3.2). Проподя те же рас

суждения для /1Пв1, будем иметь формулу при /ш х > Ц или С »э
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£ 37+1
(2v+l)(v 1)

2

тУ~
I !*й

'2

(3.8)

При *=1 формула (3.8) переходит и формулу

где К= ՝֊

/
2 14

&>):д в* м
m*i — ՝о дается (2.2).

т к"֊

(3.9)

_1

На фиг. 2 приведены зависимости /тП1 от ' для конического тела ։ 
ходящего в цилиндр для 3^0.22 радс.и1 - 0.15, «• 1. Кри-

вые. I. II соответствуют '"прямому 
конусу, кривые III, IV конусу с 
криволинейной образующей:

I — 7=1, цилиндре),
II —v = l, ^ = 0 (на цилиндре), 
III — 7=1.3, кл=р0 (на цилиндре), 
IV —ч =1.3, = 0 (на цилиндре)
и принято, что

10

Л=1

mV'

.-IV

ш \\

finax

Как видно из кривых, наимень
шее значение /1В։։ (при * I) соот
ветствует то есть погруже
нию конуса.

Выражения (3.8), (3.9) выпол
няются при < /0, где /о — вы
сота тела. При /1>/о и £։ О сле
дует интегрировать по поверхности 
получим при / > /о

тела при

Фиг. 2.

Z 2;

вычислении Р. Тогда

м? ri,)(-=„)л+2- j

/֊/i

= )</.* =
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=2 кх։ Л 4֊ ։п ± ГЛ + (А—')!
\ '» / Ь + 1 2 )

Записывая тп/" — —Р, интегрируя от / - /0, /' Уп до данных 
значений /, /', полагая я (3.4) /—/0, (' — 1А и складывая полученные 
уравнения» можно получить для глубины проникания при полном пог 
ружении тела

тУ’ а-(Зу-4֊ 1)г.2-х|______?4Х? 2
4^,(1 1п^) : 2(2’+П(н-1)՜ ь+1)(» + 2)

/lt.ni ~ /о-Г — 7 —

,֊ 1 '>

*<*(£֊ А>1
֊ ЗЛ,՛ -I -у ₽։-2՛ + *,г. (/« - С)

При /с։ 0 на цилиндре для всех /3>\ъ в том числе и для />Д
и мест место формула (3.6).

§ 4. Эксперимсн гадимое н< сяедонпние проникания

Для экспериментального исследования проникания в разные металлы 
были использованы в качестве материалов для образцов алюминий, дю
раль, латунь, медь. В качестве проникающего тела использовалось тонкое 
твердое тело.

Для определения параметра а в формулах (3.6)—(3.10) было прове
дено исследование материалов на мнкротвердость. Из испытываемых об
разцов вырезались пластинки, перпендикулярные оси проникания. После 
специальной обработки на полированной поверхности образцов микротвер
домером ПМТ-3 ни нескольким направлениям от кратера было рассмотре
но поведение материала после вдавливания силой Ю г четырехгранной ал
мазной пирамиды. После снятия нагрузки выяснилось, что отпечатки име
ли форму квадратов (фиг. За), в окрестности кратера отпечатки имели 
форму криволинейных четырехугольников (фиг. 36). Причем граница меж
ду областями регулярных и искаженных отпечатков принимается к каче
стве границы пластической области. Таким образом, там, где отпечатки 
становились квадратными, предполагалось наличие границы области раз
рушения, то есть определялась величина с,„ которая оказалась постоянной 
Подставляя значение и в формулу (1.14) можно подсчитать диссипации 
энергии ед. (- С! —С1 , ла фроил г - гА;., в разных материалах. В габ
лице приведены теоретически!.֊ и эксперименталъныс данные характерных
величин.

Результаты исследования, приведенные в таблице, показывают, чтс 
разные материалы ведут себя качественно по-разному. В тех материалах
в которых при проникании тела имеется касание со средой цилиндрической
части, для определения максимальной глубины проникания хорошее соот 
ветствие с экспериментом дают формулы (3.8). (3.10). Сказанное относит
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с։ х образцам из алюминия, латуни. Причем для латуни имеется неполное 
проникание и используется (3.8). а для алюминия /т111 > [„ и использует
ся (ЗЛО). В тех материалах, ширина кратера которых больше, чем диаметр

Фиг. 3.

тела, при проникании имеет место неполное касание вдоль цилиндрической 
члегн тела, и хорошее соответствие с результатами эксперимента даст 
расчет по формуле (3.6), где принято А’, 0 на цилиндрической части
тела. Сказанное относится к дюралюминию, меди. Таким образом, имеет
ся соответствие между теоретическими и опытными данными значений с„ и

У'йОлг/^а
\ Величина

Материалу.

Г.| 
ж X 10՜* 

гМоте.՛ к։

с№

‘ 5

а

п 
?

к 11 1 ! (и а к
(Л, ֊0)

с.м
1

! шт
ЭХСП. — (с,-к САГ) 

'։
V а а

Ко
эф

. Тр
оп

ил
 !

Дюрхль 0.26 3000 0 65 4.45 4.28 4.5 0.54 7 0.15
Л*пш. 0.44 2911.8 0.54 3.82 2.19 2.2 0.85 9 0.25
Медь 0,44 2205.9 0.48 3.1 1 2.72 3 1.08 Ч 0.23
Алюшипий 0.26 441.2 0.2( 14.1 10 53 10 4 10 0.15

/■•I длл всех материалов. Разумеется, рассматриваемая теория не подходит 
для случая полного плавления проникающего тела, что наблюдалось в опы
тах по прониканию в образцы из легированной стали и бронзы. Кроме то
го, представляет интерес проникание в хрупкие вещества, для которых зна
чения и о „ получены в работе [10]. Следует заметить, «гго получен» 
ЯЫе а [ 10] значения с., велики, тс՛ есть для хрупких тел получается боль» 
Шая область разрушения, поэтому соотношения [10] могут быть исполь
зованы лишь для определения порядков величин. То же [10| относится 
к наличию фронта трещин, за которым следует фронт течения.

3 Ий.!. .ТНЯ АН Армянской ССР, Механика. № 3
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В силу того, что а < I. получается « ։ *г С&Т 0, и имеет место уве
личение } таХ ч сравнении со значениями, полученными при а — 1, то есть 
чем больше податливость материала, определяемая ио /гоп։>тсм больше сила 
ударной волны, через которую можно выразить диссипацию энергии 
[18. 9]. Значения р и т։ взяты из [19], причем согласно | 15] для динами
ческих задач тл увеличено в 1.5 раза. Значение А'։ взято по [20].

Для экспериментального исследования проникания в | 12] применялся 
композиционный материал, полученный армированием железного порош
ка марки ПЖ2М произвольно ориентированными дискретными стальными 
волокнами. В качестве проникающего тела использовалось тонкое твердое 
тело. На фиг. 4 кривая I дает результаты экспериментальных данных для 
различных объемных долей волокон, кривые 2. 3. 4 рассчитаны соответ
ственно по формулам (2.2), (3.6), (3.8).

Фиг. 4. I кривая, полученная экспериментально. 2— кривая, рассчитан
ная по формуле (2.2), 3 — кривая, рассчитанная по формуле (3.6). 4 - кри

вая. рассчитанная по формуле (3.8).

Результаты исследований, приведенные на фиг. 5, показывают, что 
наибольшая глубина достигается для образцов, полученных из неармиро- 
ваиного материала, а с увеличением объемной доли армирующих волокон 
глубина проникания тела уменьшается.

После проникания размер кратера превышал в 1.3—1.4 раза диаметр 
тела. Из фиг. 4 видно, что с экспериментальными данными больше всего 
сходится кривая 3. полученная по формуле (3.6), то есть при отсутствии 
силы трения на цилиндрической части, что объясняется появлением крате
ра с размером, большим диаметра проникающего тела.

$ 5. Проникание в вязко-пдастическую и в сыпучую среды

Можно также рассмотреть случай вязкотекучего материала позади 5. 
Определяющие уравнения вместе. (!.!) можно взять в форме уравнений 
Купера—Симонса [14, 15,23]

(5.1)
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-V,
где г~ 2 - • |՛ есть постоянная плотность материала среды. V — динами- 

г
ясский коэффициент вязкости. т։, к. п — постоянные. Вычисления § 1 мо
гут быть приведены для рассматриваемой общей задачи и дагот для рас
пределения напряжения в разрушенной области

3,
дг. 

01

(5.2)

1
•2л ?>.

п \ О! / \ г г* /

где 1 определяется из условия (12). .»писанного для упругого решения

Р
V.

1
*■ г.01 й

о г I
■ф 

пО/
(5.3)I

о

Если условие на поверхности г ?г*с. зависит только от компонент тензо
ра'Напряжений [9]. можно полагать % Он (5.3). Можно видеть, что
а общем случае поверхность фронта разрушения не подобна поверхности

тела. Можно показать, что для < й < I имеется расходимость инте

грала

7х՜*՛ )з"1/л՝

представляющего силу сопротивления вычисленную согласно (5.2) для 
конуса. Для к = 0 распределение напряжений на теле может быть записа
но в виде

(5.4)

^фехты вязкости существенны только для начального момента и для 
крсстности вершины тела. Уравнение движения конического тела дает

-(■: )п -т-". )3(? ■ к,) Г 
т \

Г *,)//' (5-5)
т

Последнее урапнсннс имеет форму уравнений дилера—Понселс—Реэаля 
[)], ИО с переменным коэффициентом ’ при втором члене.

Для простоты рассмотрим среду, в которой ՝ т։ = 0 [211. I огда 
по (5.1). (5.2), (5.3) подучится (Качение о.,. причем максимальное растя
гивающее значение п области г ^г, будет при г = г» 5=
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Вводя трещиноватость среды у, используем уравнения [21]

A(W֊t֊l) р£„Л, = 1 (5.6)

где Л, Л —константы, =газ։ = а в качестве /, удобно взять макси
мальное- время с момента прохождения тела через данное сечение х - const.

Для конуса, проникающего с постоянной скоростью V, получится для 
времени разрушения образца

• 1 I — Лл - <1
л^|1)л " (5.7)

| I — Ал — л

Полученное соотношение верно при выполнении условия — 2> Л՛' • 1, что 
п

выполняется для ряда металлов [21. 22]. например, для стали — = 10. 
л

Соотношения для вязко-пластической среды гак же. как и формулы § 1 и 
§ 2. можно применять и для грунта. Для последнего можно также учесть 
кулоновское трение и .записать [ 17. 21]

"о 1 — к _ — - ■ — —— ' “
1 ֊ к 1 | к "

ч. = 2\ (5.8)

Тогда можно внести изменения во все соотношения $: 1. Уравнение движе
ния дает вместо (1.18)

(5.9)

где сгг есть значение з,г на теле (г = г*). Решение для скоростей и 
перемещений можно снова взять в виде (1.15), а -=гг в упругой области 
дается (1.10t. Условие непрерывности =..г на юверхности разрушения 
дает

(5.10)

'о определяется из условия (5.8), ноет явленного на поверхности 
г = гЛо для упругого решения (1.10), причем с учетом ',г — —=6« оно 
дает снова (1.14). Таким образом, в задаче ирон икания для сыпучей 
среды :0 снова дается (1.М), но =гг из (5.10) обобщает значение 
(1.19), переходя в него для 4=0. Поскольку напряжение на теле 

постоянно, можно после соответствующей замены згг на з,г пользо
ваться соотношениями § 2 и для данной задачи.

Институт механики 
AI 1 Армянской ССР Поступили 16 IV I98Ü

36



Ա. Դ. հԱԳԴՈԽԼ Ա. Ա. ՎԱնՅՏԱՆԲԱՐԱԿ ՄԱՐՄՆԻ ՆԵՐԹԱՓԱՆՑՈԻՄՐ. ՄԵՏԱՂՆԵՐԻ ԵՎ ՐՆԱ2Ո'ԼԵՐԻ ՄԵՋԱ մ փ ո փ n 1 մ
Դիտարկվում Լ բարակ մարմինների ներթափանցումր մ ետտղնհրի և ղետ- 

հի մեջ։
Բարակ մարմնի աոաձգամածւէւցիկոււյյսւււտիկ միջավայրերի մեջ ներթա

փանցման ժամանակ վւորր շփման գործակցի համար միջավայրի շարժման 
հավասարումներում պահվում են միայն ըստ ոագիալ կոսրգին ատի ածանց֊ 
յալներր։ ենթադրվում Լ նաև, որ միջավայրի քայքայման ճակատի առջևում 
միջավայրը առաձգական է, իսկ ճակատի ետևում միջավայրի համար տեղփ 
ունի պյաստիկական հոսունությունւ Հաշվփ առնելով այդ և ոդտւէելսվ համա
պատասխան հավասարումներից, րայրայման ճակատի վրա տրված և հատ
վածի ադիաբատի պայմաններից որոշվում են միջավայրի մ տոնիկների արա֊ 
րքուիյաններր և առաջացած յարումն երր ներթափանցվող մարմնի շրջակայ
քում ։

Որոշվում Լ նաև կոնաձև ծայր ունեցող գլանային մարմնի ներթափանց
ման առավելագույն խորությունը է

կատարված են փորձեր տարրեր մ ետագների և կոմպո ղիտների մեջ 
ըարւսկ մարմինների ներթաւիանցման վերաբերյալ և ցույց Լ տրվում տեսա
կան ճանապարհով ստացված արւյյունրների հետ նրանց լավ համտպատաս- 
քսանութ յունր:

Տրվում Լ մ ածուցիկոպլասաիկ և սորուն մ իջավայրերի 'ամար արդյունք
ների ընդհանրացումր։

THE PENETRATION OF A THIN BODY IN METALS 
AND SOIL

A. G. BAGDOEV. A. A. VANTSIAN 

Summary

The problem in penetration of thin bodies into metals and soil is 
considered. On penetration of thin bodies for a small value of friction 
coefficient between the medium and body, on determination of the main 
part of the solution in equations of medium, only the derivatives ovei 
the radial coordinate are retained and the front of fracture is also 
introduced ahead of which the medium is elastic. Assuming that behind 
the front there is a plastic flow of medium, from the equation of incom
pressibility, from the conditions on the fracture front, including the 
shock adiabatic curve and from the equation of medium motion the 
particles velocities and stresses near the body are determined. 1 he va
lues of maximal depth of penetration for the body consisting of a tape
ring cylinder (curvelinear) are found. The experiments on penetration 
into various metals and composites are made.
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The good agreement with the results of calculations on determi
nation of the penetration depth and the radius of the fracture surface by 
the obtained formula is shown. The generalization of results for viscop
lastic media and soil is presented.
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